


و سے "سے 








A444 
`` یج‎ 











oi WEG Bury 





PINAY 





مه في التبولو 
جبا 


اكور د اني اس تاعیل 
i‏ سا 5 
Pe Bede!‏ 
Py 2‏ 
5 ر 







| وہ‎ ٦ 
عمادة د ت‎ 
1 
ش یس‎ 


5 
| ۱ 

a‏ را5 

i wm 

د سڪ ٢‏ 7 ۱ 

1 4 


۱۹۸١ ©‏ جامعة الملك سعود 
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المقدمة 


يقدم هذا الكتاب الموضوعات التي تدرس عادة في مقرر أول في التبولوجيا لطلاب الرياضيات في المستوى 
الجامعي . وقد كان الباعث على تأليفه ندرة الکتب باللغة العربية في هذا الفرع الرئیسی من الرياضيات : 
Gills‏ يعتبر متطلبا للتخصص في عدد كبير من فروعهاء نذكر منها على سبيل ا ثال: التحليل الرياضي : 
اسيل الدال : راد القظاض1ء Vb Vy‏ الداميفية . 

وأود أن «gil 21 nel‏ في خلال عرضي للمفاهم ا حتلفةء قد cul‏ اهتاما خاصا لنقطتين: 

أولا: ايراد الأفكار الهندسية الحدسية التي كانت مصدرا للتجريد الرياضي . 

ثانیا: اعطاء التطبيقات التي Glas‏ بالموضوع . 

وفما يلي استعراض موجز لحتويات فصول الکتاب . یہدف الفصلان الأول والثاني لتقديم التعاريف 
الأساسية مثل الفضاء المتري والفضاء التبولوجي والتكافوٌ التبولوجي. ولقد رأيت تقديم الفضاء المتري 
أولا لأنه المفهوم «See TI‏ والذي من ثأنه أن يبيىء الطالب لتعريف الفضاء التبولوجی. في الفصل 
الثالث : سحث كيفية | ستحداث فضاء ات حد يده ۽ وكتطبيق لذلك ننشیء uo‏ ملا المربع (سٹسی 

وتتناول الفصول الثلاث التالية خاصتين تبولوجيتين ها الاتصال والتراص ء وأهم النتائج gil‏ نحصل 
عليها في هذا الصدد نظرية تیخونوف ء ونظرية بير. أما في الفصل السابع فنتعرض لسلمات الفصل والعد ‏ 
ومن هنالك غضي لبرهان نظريات شهيرة في التبولوجيا - فى الفصل الثامن وهي : مهمد بور يسون ؛ 
ونظرية التمديد لتيتزء ونظرية التعبير المتري ليور يسون . 


۳ 


ne VI halls‏ سی LSI‏ کل sll Cie‏ الا ساسا وساب SU LY soll‏ 5 عو 
فهو يشل مدخلا للتبولوجيا الجبرية. ومن الدوافع التي حدت بي لادراج هذا الفصل» التأكيد على وحدة 
الریاضیات : والتفاعل القوي بين فروعهاء فتقد م الرياضات البحتة كمقررات منفصله a‏ التحليل 
وا مندسة والجبر قد يعطي الطالب انطباعا زائفا باستقلال هذه الفروع عن بعضها البعض . 

لقد اتیج ي ندريس معظم موضوعات هذا الكتاب بجامعة الخرطوم وجامعة الك سعودء ودراسته لا 
نتطلب إلا LUI‏ بمبادىء نظرية ال حموعات ومبادىء التحليل ا حقیقي . 


مد عبد المنعم اسماعيل 





الصطلحات الا نجليزية . 
عند تعريفنا لأي مصطلح رياضي ؛ يجد الطالب في أسفل الصفحة ما يقابله باللغة الا نجليزية. 


مخطط يوضح تبعية فصول الكتاب 





الفصل الثاني ١‏ 


SST الفصل‎ 











المدخل 


« إن أية سال دات طبيعة غير خطة: Fi‏ نتعلق بأكثر هن نظام احداثي وا حد: 5 psi‏ من jaw‏ 
واحدء أو حيمًا كان الكيان معرفا في البداية بطريقة شمولية » فمن المرجح أن تتطلب اعتبارات من 
التبولوجياء ونظرية الزمر لحلها ». 
مورس(١اء ۱۹۳٣‏ م 

نبذة تاريخيه 

تعد التبولوجيا من فروع الرياضيات ا حدیثةء مقارنة بالهندسة الاقليدية أو حساب التفاضل 
تبولوجيا السطوح . والى (okey‏ ينسب الفضل في لفت الأنظار لأهمية الأفكار التبولوجية؛ وذلك من 
السطوح . ولا شك أن بوانكاريه“ هو أعظم المبتدعين في جال التبولوجياء ففی أواخر القرن الماضي 
وأوائل القرن الحاضر » أسس بوانكاريه التبولوجیا التركيبية » وأرسى كثيراً من دعائم التبولوجيا الجبرية . 

وبصدور Oks‏ هاوسدورف() عام ce ١515‏ احتلت الولو جا مكانا لا ئقا كفرع ستقل هام من 
الریاضیات. ومن بعد ذلك تطورت کثیرا وانقسمت إلى فروعها الثلاثة الرئيسية: التبولوجيا العامة: 
الو : والعقاقيلية. 


Morse )١[ 
Mobius ( r) 
Riemann )٣( 
Poincare (4) 


Housdorff ( a} 


۸ 


ما هي التبولوجیا؟ 


التبولوجي تجرید رياضي لمفهوم الشكل الھندمی ؛ ويشتمل على مجموعة من النقاط مزودة بكيان يعبر عن 
dwt |‏ هو الذي Spiny‏ الشرط : كلا « اقتربت » النقطة x‏ من ca‏ « اقتربت » 1 من (13. فإذا كان 


لدينا فضاءان تبولوجيان ؛ فههما متكافئان تبولوجيا إذا وجد تقابل مستمر بينهها » له معكوس مستمر. 
وقد أطلق على التبولوجيا اسم « هندسة الشرائح المطاطية ٠»‏ لأن المشتغل بالتبولوجيا یتخیل الشكل 
يؤدي إلى تمزيقه. 

ولنأخذ بعض الأمثلة على المسائل الى شغلت التبولوجيين: 

ULL (1)‏ الف 

وتتعلق GIL‏ ابتداع طريقة LY UL‏ الفضاءات التبولوجية في عدد منته من الخطوات : 
وتصنيفها حسب التكافوٌ التبولوجی . ومن بين ال حلول الجزئية لهذه المسألة؛ مثلاء فقد اكتشف أن كل 
سطح (متصل ومتراص) مكافىء لواحد فقط ما GQ‏ () للكرة 82 أو (ii)‏ جموع متصل من الطارات : أو 
(iii)‏ لمجموع متصل من المستويات الاسقاطية. 





(1) 





(iii) 





الشكل :)١(‏ () الكرة 8 «» ال حموع المتصل لطارتين (111) المستوى الاسقاطي 
(؟) ULL‏ الأربعة ألوان 
وتطرح التساؤل التالي: هل بالامكان تلوين كل خريطة من الأقطار ترسم على الكرة بأربعة ألوان 
فقط بحيث لا يلون قطران لما حدود مشتركة بنفس اللون؟. لنلاحظ أن الشكل المضبوط GY‏ قطر لا 
>ہم ° فما يتعلق ody.‏ المسألة ع sh‏ شكل مكافىء له يعوم مقامۂہ طالما كانت حدو ده المشتركة تم هم دس 
الاقطار (الالتقاء في نقطة واحدة لا يعد حدا مشتركا). 





الشكل (۴): ثلاثة ألوان لا تكفي 

وجدیر بالذكر 1 هده المسألة قد طر حت 3 عام ۳ cf ١‏ وأمكن حلها فقط ف عام آ٦٦7‏ ء ۲1و 
eed Lace 2]‏ أن أريعة ألوان تكفي لتلوين أية خريطة على الكرة أو ا مستوی الاقليدي (الشكل (y)‏ 
یبن أن ثلاثة ألوان لا تكفي). 


UL, )٣(‏ النقطة الثابتة 


وتتعلق با يأتي : إذا كان × ج eX‏ راسماً ستمراًء فهل هنالك نقطة × فی × بحيث أن *-(:)1 وأهمية 
هذه UL‏ لا تقتصر على التبولوجيا وحدهاء Lily‏ تشمل فروعاً أخرى من الرياضيات» مثل نظرية 
المعادلات التفاضلة . 


أهمية التبولوجيا 


لقد كان للتبولوجيا تأثير هائل بشأن تطوير الرياضيات وفتح آفاق جديدة للبحث في شتى فروعها. 
فأدوات التبولوجيا ونتائجها تلعب دوراً بالغ الأهمية في التحليل الرياضي . ونظرية المعادلات التفاضلية 
ا حدیثة تقوم على دراسة المعادلة التفاضلية كحقل اتجاهي معرف على نوع خاص من الفضاءات 
التبولوجية» وهي الفضاءات التي ها We‏ نفس خواص الفضاء الا قليدي 7. وقد مهدت التبولوجيا 
لظهور فروع جديدة في الجبر مثل الجبر الهمولوجي ونظرية × الجبرية. 

وبجانب كل ما تقدم » فالتبولوجیا تزخر بنظريات وأساليب على مستوى سامق من الاإبداع الرياضي ؛ 
وفروعها تجتذب اهتام العديد من كبار الباحثين الرياضيين المعاصرين . 


Prerequisites and Notations 

le gat‏ الأعداد 

في هذا «onal‏ نفترض الا ام بالخواص المعتادة للأعداد ا حقیقیة AS My‏ وبصفة خاصة» أن لكل 
مجموعة × محدودة وغير خالية من الأعداد الحقيقية ‏ حدا علوباً أصغر» حا × وحدا سفلياً أكبر» حسا (yg‏ 

AJM الرموز النتادة جموعات: الأعداد‎ pated Gps 

© حموعة الأعداد المرکة. 

8 المجموعة الأعداد الحقيقية. 

8 المجموعة الأعداد غير السالة. 
© الجموعة الأعداد القياسية. 
2 جموعة الأعداد الصحيحة. 
۸ حموعة الأعداد الطبيعية. 
1[ للفترة المغلقة [1 ,0] 
الجموعات 

نستخدم الرمز × = xf‏ :× و م) للمجموعة × المشكلة من كل العناصر × التي تتمتع بالخاصة ۴ . 
× 3 × درمز ) (× ينتمي إلى (X‏ و Rx‏ × ترمز J‏ م لا ee‏ إلى الحموعة )و ا ترمز ( (JSS)‏ 
۸ × و × 4 تعی أن ا جموعة A‏ محتواة في ×. إذا كانت A‏ محتواة في eX‏ فنرمز لمتممتها ب PIAS‏ 
Louw‏ 


| A × و‎ + 5 x: x | 


inf * (r) Sup X (4) 


نفترض تعریف العائلة (ا جموعة) المرقمة. إذا كانت × مجموعة لکل زفي عائلة مرقمة J‏ فانحادها هو 
| حموعة: 
j J Ij be paw «X39 x:x | = UX‏ 
وتقاطعها هو المجموعة: 
,X 3 x:x} 6 X,‏ ۱ا 173 


Okie god |‏ او لا تتقاطعان إذا كان ٣ ٢‏ ×٭ © 


اذا كانت لدينا مجموعات ٭,..., mK‏ 3 ٢ء‏ فجداڑھا الديكارني WX,‏ أو × × ..۔ × ,× 
ھوامحموعھ ا (×.....,.×) :3 i<n, X,‏ >1 | دا كانت ) TX x= (x, cee x‏ 
فتسمی ٠۰۰۰,۸,‏ ,× احداثيات × ادا كانت > ... 2 =X‏ × فیرمز للجداء الدیکارتی TX,‏ بالرمز a‏ 


حين نعتبر ۴ » بصفة (Awol‏ عص مجموعاته الجزئية ترد I nS‏ ولذا فنستخدم ها الا alae‏ والرموز 
التالية: 


قرص الوحدة المغلق =D"‏ روج 2 < 11 . 
قرص الوحدة المفتوح x | =U"‏ دای Ix?‏ >1{ 
الكرة نمو ع 9x}‏ 858 ےم 5 -1). 


نفترض الا مام بنظرية ديمورقن» والمبادىء الأولية لنظرية ال جموعات . 

قٹس les WL‏ على ما يلل إذا كانت {J DIX}‏ مجموعة من المجموعات بحيث أن دلا 
تقاطم US x,‏ كانت ب[ + رز فحينئد توجد مجموعه × Gust‏ أن XX,‏ محوي عنصراً واحدا فقط ؛ 
J jv‏ 
الرواسم 


لتكن ٢ 9X‏ جموعسن . يقال أن ۲ راسم من × إلى ۷ ويرهر لذلك » ٦م ٤:3‏ اذا اعطینا قاعدة 


۳ 

تعين لکل عنصر × في × عنصرا و lim‏ («1 9 لا. تسمى 7۴ء حينئذ ؛ نطاق ؟؛ وسمى ٦النطاق‏ المرافق 
! . )13 كانت ۷ جموعة من الأعداد ال حقیقیةء فيقال إن ؟ دالة على X‏ 

x—> ۷‏ :۴ أحادي إذا كانت fx.) = fx)‏ تستلزم أن ,×= »×. 
لاج ذا :۴ راسم ple‏ إذا كانت الجموعة 600 - } FO)‏ :×3 × { وتسمى صورة ٤ء‏ مساوية ل Y‏ إذا 
کان ¥ چ LA‏ ا وغامرا 4 فيقال fol‏ تقابل . 

إذا كان لدينا لا ج× cf:‏ ومجموعة > ية A‏ من ا فصورة ۸, (8۸؛ هي الجموعة ( fla)‏ نه 3 {A‏ 
وإذا كانت 8 مجموعه جزئيه e Cr‏ فالصورة العكسية لماء 18 هي | مجموعة | X3x:x‏ و f(x)‏ 83 1. 

راسم المتطابقة للمجموعة cid: X—>X,X‏ أو td,‏ هو الراسم الذي يرسل ‏ إلى ×, ۷ × و . إذا 
كانت A‏ مجموعة جزئية من 23 فراسم التضمين j:A—>X‏ يرسل د إلى 8 Az 8 ٠",‏ 

إذا كان لدينا of: X—ey‏ ومجموعة جزئية A‏ من ٭×؛ فمقصور ؟ على A‏ ,8۸ء هو الراسم: 
لاج 1۸:۸ الذي يرسل 8 إلى fla)‏ ,ا 2 5 ۸. 

ادا کان لدينا ۷ × :ارو Y—eZ‏ :8( قار كسب لاو 8 ,801 ¢ هو الراسم: 

gof:x—Z 

حیث X 3 x VY , gof (x) = g (f (x)‏ 
فإذا كانت 2 «X=‏ وفضلا عن ذلك 8٤٤ = td,‏ و «fog = idy‏ فیقال إن ع معكوس الراسم cf‏ أو الراسم 
العكسي ل ؟» ويرمز له د f!‏ 

یقال إن: اوس ×٭ 


ا 


h = gof ابدالي للرواسم إذا کان‎ JS 


x ويقال إن: ۷ . جل‎ 
E h 
| 
7 چ‎ Ww 
.hof = kog ابدالي للرواسم إذا كان‎ JX 
ad! LLU 


يقال عن مجموعة × أنہا قابلة للعد إذا كانت × مجموعة منتهية ء أو كان هنالك تقابل × EN—>‏ 


. کل فترة من ۸ تحوي أكثر من نقطة › غير قابلة للعد‎ Oly نفترض النظرية أن 0 قابلة للعدء‎ Gy 


١ 
المتواليات والمتسلسلات‎ 
(x) إذا كانت‎ X متوالية فی المجموعة‎ OK) فيقال إن‎ cx, = راسا » ووضعنا (0)؟‎ ۴: N—>X إذا كان‎ 
بحيث أن‎ N 9 " يحقق الشرط التالى :۷ © >0 »توجد‎ 83 x فھی تقاربية إذا كان هنالك‎ RG متوالية‎ 
تقاربية » فيقال إنہا تباعدية.‎ (x) ه > ص. يقال حينئذ إن × نہایة (2). إذا لم تكن‎ ٠9 اها-مءاا< ع,‎ 
5 آل وإذا كانت ( 5) متوالية تقار بية‎ 3m 9 اق‎ =X, +...4% dels 4 3 متوالية‎ (x) إذا كانت‎ 


فيقال إن المتسلسلة x,‏ 2 تقاربية. إذا كانت ALA‏ إا 2 تقاربیةء فيقال إن × < تقاربية تقاربا 
n‏ ظ ١‏ 5 9 - ونا ى 1 


E 


نفترض الالام باختبار المقارنة. 
العلاقات 


إذا كانت × مجموعة غير خالية » فیقال إن 5 علاقة على × إذا كانت 8 مجموعة جزئية من XxX‏ إذا 
كان (ab)‏ 9 8ء فيرمز لذلك ب aSb‏ 


5 علاقة تكافوٌ على × إذا كانت 8 علاقة على × تحقق الشروط التالیة: 


XX 9 x 9,5 3 )×, ×( منعكسة:‎ 5 (i) 
.5 9 )y, ×( يستلزم أن‎ 8 3 (x, y) متناظرة:‎ 5 (ii) 
S > (x, و 5 يستلزم أن (ج‎ (y, 2( و‎ (x, y) متعدية:‎ 5 (iii) 


إذا كانت 8 علاقة HIS‏ على ×٭؛ و ×3 × ففصل التكافوٌ الذى x alts‏ هو الجموعة 
,X > y:y }‏ و xSy‏ { 
الزمر 
!13 كانت © مجموعة غير خالیة ؛ وکان ٥:‏ ج ةة ٠‏ راہماء dled‏ إن * عملية ثنائية عل G‏ 
لي8 ,8( * + ٠9 , 8, «kB,‏ ),8,,&( 9 6×6 
فيقال إن 6 زمرة بالنسبة للعملية الثنائية * إذا محققت الشروط التالية ؛ 
(i)‏ * عملية مجميعية أى أن : CA‏ 8ة = V (ERDE,‏ ,38 و ب8 3 6. 


(ii)‏ يو جد pas‏ »© 3 ٦٥ء‏ يسمى العتصر الحاید × ميت آق؛ 


8 + © > ع + بير ع م G JEY,‏ 


g WV (iii)‏ 3 جا یو Ig! A>‏ 20 يسمى معكوس ut og‏ أن: 
gog! =g'-g=e‏ 
| دا كانت 6 زمرة بالنسبة للعملية *» و'6 زمرة بالنسبة للعملیةٴ٭ء و6 جك راسماء فهو تشاکل 
اذا گان: 
fle) > f(g)‏ > (ي8 fe, ٠‏ 7 ,8 و ہع و 6. 
ذا كان لدينا تشاكل' © ح6 :۲ء وفضلا عن ذلك كان ۲ تقابلاء فيقال إنه تشاكل تقابلی Oly‏ © و 


الزمرة التافهة هي الزمرة الي نحوى عنصرا واحدا فقط . 


deer) 


القضاءات المترية 


Metric Spaces 


يلعب مفهوم الاستمرار' دورا بارزا في الریاضیات . ad‏ سبيل المثال فان خواص الدوال المستمرة 
التمثلة في نظرية القيمة الوسطى ؛ ووجود نقطة عظمى ونقطة صغرى للدالة المستمرة على الفترة المغلقة › 
IG,‏ الاستمرار والاستمرار المنتظم على الفترة المغلقةء تشكل الأساس بالنسبة للتحليل الحقيقي . 


الفضاءات التبولوجية. وفي هذا الفصل؛ نقدم legs‏ خاصا منها: الفضاءات المترية» والتی تشمل أهم 
الأمثلة الطبيعية للفضاء التبولوجي ؛ وتتمتع بكيانات تبولوجية غنية» كما تبين الفصول القادمة. 


یر جع تعر يها الفضاء المترق 21 فریشی(؟) (e404)‏ والفضاء المترى : وفق (Ady yao‏ یتکون من 
مجموعة غير خالية ×ء مزودة بدالة: 8جهخ 0:1 » سمی دالة السافف ty‏ ۵ شروطا تتناسسب مع 
مفھوم « المسافة ». 


وهذا التعریف يتيح لنا وضع مفهوم الاستمرار في إطار الفضاءات المترية › بتعمم مباشر لتعريف 
٤‏ - 8 في التحليل الحقيقي » كما سوف نبين في الجزء الثاني من هذا الفصل. وإذ نعبر عن الاستمرار 
بلغة ال جموعات المفتوحة (في الجزء الثالث)ء فإننا مهد الطريق لتعريف الفضاء التبولوجي ء في الفصل 
الثاني » حيث لا نفترض عندئذ وجود دالة مسافةء وتتولى الجموعات المفتوحة التعبير عن مفهوم 
« القرب ». 


Continuity ( ۱ ) 


Frechet ( 2 


ض۸ مقدمة في التبولوجيا 


۱ - تعريف الفضاء المتري 


تعريف: لتكن × مجموعة غير خالية ء ولتكن: 
d:Xx X——R‏ 


دالة محقق الشروط التالية: 
ما( d(x‏ > 0 ,و =dlx,y)‏ 0 اذا و اذا فقط كانت x=y‏ ,پا×و X zy‏ 


م*. (ب5) gx VY , 4 0, x) = d‏ 1 3 
م". متباينة المثلث: 2 ,<) ك + )x, y(‏ ك > 2 ٠ , d(x,‏ « , ور و× 


حمنلد يقال إن ل متر٤!')‏ على کر sl,‏ الزوج (Xd)‏ فضاء متری (۱۲. 


۱۹ مثال. إذا أخذنا × = «R™‏ فالدالة: 
d:R"x R"—_>R‏ 
o‏ 
حيث ( ,ر - ×) 2 dx y=‏ پا R" 3 y,x‏ 
تعرف متركا على *۸. فمن ا جلي أن 4 تستوفي الشرطين م' وم'. استنادا على متباينة شوارز!"). 
1 وي ).8201/2 5 ) ے (Zab)‏ 
1 1 1 
أيا كانت الأعداد الحقيقية ,و ..., cb ,..., bya‏ فإن 
a’ 2) 2 ay? Cy yore 7 ۳‏ 2 3 ود + (a,‏ 2 
1 1 1 ۱ 1 1 
bi)‏ 2 )لي + دنه 2 )لي > + Von ACE (a,‏ 
بأخذ ie‏ و ,2 ¬ ,۷ = بط في (۳ء ينصح حينئد أن ل تحقق أ يضا الشرط م (متباينة الثلث). 


إذن ٤‏ مترك على *۸. 
Metric (4)‏ 


Metric space (y) 


Schwarz (r) 


الفضاءات المترية ١5‏ 


يعرف الفضاء المتري ce, a)‏ بالفضاء الاقليدي ذي البعد «(On‏ ويسمى المتركُ ۵ المترك المعناد على 8 
زی ہو ف اذا عرفنا 
d:R" x R". +R‏ 
على النحو التالي: dG, y)‏ = أكبر الأعداد: yf‏ - پ×اء ۾ >1 1ء کان لدينا مترك آخر على OR‏ فمن 
الجلي « أن یستوفی الشرطين م'ء وم . با أن 
z)‏ ,با + d(x, y)‏ > 2(۱ - اجام - ix,‏ > 21 - ,×| 
من ثم » فإن: 
dix, 2) > dix, y) + 013, 2(‏ , ا وی 3× 


إذنٴ مترك على R®‏ 


۶ اك لیکن × مجموعة غير خالية » ولتكن د الدالة المعرفة على XxX‏ على النحو التالى : 


0 اذا كانت ×= ر 
(x, y)‏ ۵ = 


1 ادا كانت × لے . 
يطلق على 4 اسم المترك التافه وعلى الفضاء (Xd)‏ اسم الفضاء التافه(") ×. 
٤‏ مثال. لتكن (8) 8 مجموعة المصفوفات الحقيقية المربعة م»ام. إذا كانت 
«A=(a))‏ و «M (R) 3 B=(b,)‏ فلنعرف: 
2 يط - (a,‏ خ) = (A,B)‏ 4 


حينئذ فإن d‏ مترك على (MR)‏ يدعى المترك المعتادء ويدعى الفضاء المتري (M,(R),A)‏ فضاء المصفوفات 
MR)‏ 
ae 6‏ اعتبر () مجموعة الدوال الحقيقية المستمرة على 1 إذا عر فنا: 


CD 8 و‎ ٤پر4‎ ۱ 0<x<l:! ۲6۵ - ا00 ۾‎ ble = d, (f, )چ‎ 





n-dimensional Euclidean space (1) 


The trivial space (y) 


Y.‏ مقدمة فى الولو جا 


فمن السهل التثبت من أن ,ف مترك على (00. 
٦‏ مثال. ثمة مترك آخر على CO)‏ نود تقديمه » فنعرف 
V‏ 4و8 3 :C(D‏ 
اج d, (f, =) lf‏ 
نترك للطالب مهمة التثبت من تحقيق شروط المترك في الأمثلة .٠,١١-١,٠۳‏ 


إذا كان elas (X, d)‏ متريا » و A‏ مجموعة > dS‏ غير خالية من × ؛ فإنها تكتسب متركا من Une 6K‏ 
نقصر d‏ على النطاق الجزئی ۸×۸: 


تعريف . إذا كان لدينا فضاء متري (Xa)‏ وجموعة جزئية غير خالية A‏ من » فالفضاء AGS)‏ 
هو الفضاء المغرى (A,dAXA)‏ 


دلالة . .)١(‏ إذا كانت A‏ مجموعة جزئية غير خالية من 8۴ء فإذا تحدثنا عن الفضاء ۸ء دون تحدید 
مترك عليه » فإننا gai‏ حينئذ الفضاء Git!‏ (۸,44×۸)ء حيث 4 المترك المعتاد على "۴. 


(۲). ما لم يكن Wha‏ احتال لوقوع التباس » فسوف نرمز للفضاء المتري بالرمز × بدلا من (Xd)‏ 
فت الروامع التي 
کا أشرنا في ستھل هذا الفصلء فإن تعريف الراسم المستمر بين فضاءين متريين» تعميم مباشر 
لتعريف ع - م في التحليل الحقيقي . ها هو التعریف: 
تعريف: ليكن (0 (X,‏ و (Y,0')‏ فضاءين متريين ء وليكن /1<- 5 رامما ء ولتكن a‏ نقطة في ×. يقال 
ee) Lf ol‏ ۾ إذا كان مشرف القرط الثان: 
إذا كانت ع >0» فإنه توجد 8 >0 بحيث أن: 
كلا كانت ×3 7»: و (a, x)‏ 4< ث « فحينئد 
fi)‏ , (م ئ٥ ٤ <٥‏ (الشكل (yy)‏ 


ويقال dO}‏ ,۷) ج (X, d)‏ :۴ راسم مستمر إذا كان ۲ مستمرا عند كل XK 3 a‏ 


The subspace (1) 


Continuous ( ٢) 


الفضاء ات التریة ۲ 





الشکل ( ١١١‏ ) : الاستمرار عند نقطة 


۷ مثال. إذا اعتبرنا الفضاء المعتاد R‏ وأخذنا الدالة #8 ج58 حيث 0-7 ,¥ × 3 8ء فإننا 
ad‏ أنيا Byer Do‏ 
If (x) - f(a) l=Ix? — a?!‏ 


=Ix+al.iIx-al 


<(1+2(al).Ix-al 


عندما يكون اه - ×| < 1. إذا أخذنا ة = أصغر العددين: )2 Ta‏ 
فيتضح لنا أن ۱۴١ - fla)l‏ > ع US‏ کان Ix-al‏ > ع . ادن f‏ ستمر عند a‏ 
۸ مثال. لیکن ,4 و ,ف المتركين على CCD‏ الواردين في مثالي ٠,٠۵‏ و٦۰,١.‏ حینئذ 
id :)© )1(,4 (--< ©)1(, 1,(‏ راسم مستمر . 
ذلك لأن: 
(ج,ئ) d,‏ حعا] ا( ع - 3x f(x)‏ 1 | 


1 
و‎ if-gi< 
بك‎ (f, g) = 


, €= 6 ضوء هذه المتباينة » يتضح أنه إذا كانت ٭ > 8ء فبامكاننا اختيار‎ GCM 3 ۷٣ 
فيتحقق شرط الاستمرار.‎ 


ry‏ مقدمة في النبولوجیا 


1,4 مثال . | دا اعتبرنا فضاء lal, ١,۳ Jl. a LS 0 d) Leb‏ كان ( (Y,d‏ فضاء مثريا ما 
حینئذ کل راسم f(X,d)—> (yd)‏ یکون ستعراً: لرويه شد 0 الحققة »ع نغرض iE‏ ع 0 


تضم 8 + من 77 فإن >dla,x)‏ ۂ يستلزم أن ×حو؛ ولذا d’(fla), 84×(( OF‏ =0 > ع . 
إن التصور الحدسى للرامم المستمر هو أنه ذاك الذي يستوني الشرط: 


« كلما اقتربت × من 8 اقتربت (×)۴ من fla)‏ ». باستخدام لغة المتواليات › فما يل : محصل على صغة 
اخرى لمفهوم الاستمرارء تعبر بوضوح أكثر عن الصورة ا حدسیة . 


تعريف . لیکن (۵ (X,‏ فضاء متريا ء و (×) متوالية فى كا ؛ و a‏ د ×. يقال إن ssi x)‏ إلى ۾ عندما 
تؤول din‏ = إذا كانت متوالية الأعداد: d(a,x )=a_‏ تؤول إلى 0 عندما تؤول Gin‏ »= . في هذه 
الحالة» يقال إن (*) متوالية تقاربیة("ء نهايتها" النقطة ه. إذا كانت (») غير تقاربية » فيقال إنہا 


تماعدية!؟1. 


١,١ ٠‏ نظريه . ادا کان ( ن 24 (ل (X,‏ ] راسما فلكي يكون ) ستمرا عند 3a‏ × فیلزم ويكفي 
أنه US‏ كانت (») متوالية توول إلى (Xe) ba‏ فحينئذ توول G6)‏ إلى fla)‏ في (Yd)‏ 


>»0 > إذا كانت ع‎ .× Sad! متوالية تؤول‎ (x) لتكن‎ .a لنفرض أولا أن ۴ شر عند‎ . Ola Jl 
: ستلدع. أن‎ § >dlax) ع بو‎ X9x : 31 أستعرار ۴ عند د وجود و 02 ٍث‎ de Wii 
فإن‎ ce سكدس. من‎ VY ن,‎ >d(a,x) بحيث أن‎ m (1)ك < ع. الان يوجد عدد طبيعي‎ , 1( 
.١ فی‎ fla) تؤول إلى‎ Ge) يبين أن‎ Kem > ھ‎ ١پ‎ , < a) (5ا۸,‎ 


تععل GLY‏ الک الات لوچ دلا أن ref‏ مستمر عند a‏ من ثم » فهنالك £ > 0 تحقق 
الشرط التالي :اة >0 توجد ×3 × بحيث أن >dax‏ 6 ولکن )0 ,(4018 > ٥‏ . بصفة hele‏ 
EN ۷‏ × 3 × بحيث أن Sax)‏ ل : و )10 ,(ھ)۵)۴ > ع. يترتب على ذلك أن (») توول إلى 
a‏ بيد أن YG)‏ توول إلى ٦ fa)‏ 


: هذه النظر یة سن أن‎ judas 


Converges | 7 
Convergent (r) 
Its limit (1) 


Divergent ۱ 4) 


الفضاء ات المتر يه YT‏ 


١‏ مثال. راسم المتطابقة: 


id: (CW, حج <(رل‎ )٤00( , 4( 


غير oe‏ کي نت ذلك » yo‏ متوالية الدوال (f)‏ ثا f :I—>R‏ الدالة الي ا المنحنى المسيبن 3 
الكل ۴ 





إن () تؤول الى الدالة الثابتة oY CM, 4,( GO‏ 


(\,¥ (الفكل‎ A ساحة المثلث‎ = 4, (0. f) 
1 ے‎ 
in 


بيد أن YH)‏ توول إلى ٥‏ في (4 (CM,‏ لأن 1=d,(0,f)‏ ا .N 3 n‏ (ذن6)1(,4,0)-<---(,1:)0)1(,4؛ غير 


= 


* et 


في ختام هذا الجزء نتحدث عن نوع خاص من الرواعم المستمرة» تسمى النکافؤات التریة . 
تعريف . لیکن (۷,۵) يج (ل ,×): ٢‏ راسما غامراء ويحافظ على المسافة بعنی أن: 


d (f(x), £(x,)) > d ہ×)‎ x,) 


x, ,۷‏ 3 . حينئذ يقال إن ؟ تكافوٌ متري(". 


[sometry (4 ) 


۲٤‏ مقدمة في التبولوجیا 


إذا کان Whe‏ تكافوٌ متری من الفضاء المتري × إلى الفضاء GALI‏ ۷ء فيقال إن×مکافیء متريا١١)‏ 
¥4 
٣‏ مثال. )13 OW‏ ۴ دوران R?‏ حول نقطة الأصل خلال زاوية 8 ء فإن ؟ PIS‏ متري. 


٣۳‏ مثال. فضاء المصفوفات ML)‏ مكافىء متريا ( ھ. 55 EM RR”‏ على النحو 
التالي: إذا كانت «M(R)9 A=(a,)‏ فنعرف: 


f(A) = (a, السك‎ a. ا‎ ™ * a, ay use a i ae a.) 


فن انهل اثبات أن ۴ تكافوٌ مترق. 

٤‏ نظرية . (I)‏ إذا كان 0 ,) جه d)‏ 2 :۲ تكافوًا متريا» فحینئذ ۶ تقابل من AIX‏ . علاوة 
على ذلك › فإن f‏ و ۴1 راسمان ستمران. 

(ب) علاقة HII‏ المترى تعرف علاقة PIG‏ على مجموعة الفضاءات المترية. 

البرهان. )|( f‏ أحادي : إذا كانت لاو × 3 21 و ننااد:(جاا O=d(Hx), Mx, )=dx,,x,) Hue‏ 
ما يستلزم أن ,×= ر×. إذن ۴ راسم أحادي . ها أن 6 Ligh ab‏ فيكون WLW‏ 


كي نبين ان ۴ راسم yates‏ × تاد هاج 10 وختار 6 = ع . إذن كلما كانت ,× و ,× 9×»› و 
(ہم×اۃ ٤<‏ فإن: ((ي ؟ , (2 ۴ 42 = (ہ×, .٤< d(x,‏ 


الآن نبرهن أن ع = 67 راسم ستمر ء باثبات أن غاح لاع BIS‏ متري . إذا كانت ,لاو ,ذا 3 ۷ و 
(09ه- «x,‏ و x,=90y,)‏ حینئذ ,-(,)4: و ,23( . يترتب على ذلك › أن 
(yy)‏ = (جحاۃ d(x),‏ = 8اا = (( باج d(gty,),‏ 
ما يبين أن ع PKS‏ متري . 
(ب) إذا كان × فضاء متريا ماء فإن id: X—Sx‏ تكافوٌ متری ء ولذا فإن × مكافىء متريا لنفسه . 
استنادا على برهان (أ)ء إذا کان لاج ×۶ تكافوًا مترياء فيترتب على ذلك أن اج لا:1 SG‏ 
مترئ. إذن HI We‏ المتري Be‏ متتناظرة . 


Isometric | | ۱ 


الفضاءات المعر يه To‏ 


آخیرا of‏ تركيب HIG‏ متريين هو BIG‏ متري » ما نستنتج منه أن علاقة التكافوٌ المتري متعدیة . 

إذن هي علاقة تكافوٌ. ٦‏ 
Ole got! -'"‏ المفتوحة 

تعريف . لیکن d)‏ ,×) فضاء متريا › ولنکن ٥‏ نقطة في [: و ع > 0 القرص geal‏ = )( دو المركز 8 
ونصف القطر ع » 5 حوار -ع المفتوحم(") J‏ ھ ورمز لة پ Blaze)‏ عن السوعمة 
(عب8)8 - {e>d(ax):X 3x}‏ 

القرص المغلق") ذو المركز a‏ ونصف القطر ع ؛ أو جوار -ع المفلق (Yn J‏ هو الجموعة 
x |‏ 3 0:5,قة < ع | 

6 مثال. إذا اعتبرنا الفضاء الاقليدي 88ء فحينئذ ( ع BOO;‏ هو مجموعة النقاط داخل الدائرة 
الي مر کر ها 0 ؛ ود نصف قطرها ع . 





الشکل ( ١٠,۳‏ ) (ع:8)0 ف الفضاء الاقليدي ”۾ 


ll‏ في الفضاء المتري (4 BR,‏ (مثال ١,۲‏ )ء فإن ( © :8)0 هو مجموعة النقاط داخل محيط المربع ذي 
الأركان ( ع + (te,‏ 





The open disc ( \) 
Open Ê -neighbourhood (x) 
The closed disc (¥) 


Closed ع‎ -neighbourhood (+) 


۲۲٢‏ مقدمة في السولوجيا 





(-€,-€) 


الشكل ( ١,١4‏ ) : (ع:0) 8 في الفضاء لف (R?,‏ 


تعريف . إذا كانت تا مجموعة جزئية من فضاء متري » فيقال إن U‏ مفتوحة!'' في × إذا استوفت 
الشرط التا ی: 
U 3 ۷‏ يوجد قرص مفتوح ( ع :8) 8 محتوى في تا. 
إذا كانت ۶ مجموعة جزئية من فضاء متري × › فيقال إن ۴ مغلقة''' في × إذا كانت متممة ۴ مفتوحة 
فى . 


= 





الشکل ( ١,6‏ ) : ال حموعة المفتوحة 


Open )١( 


Closed ۲٢ ) 


٦‏ مثال۔ کل فرص مفتوح Blase)‏ في فضاء (Xd) Gr‏ هو #خموعة GY ds gts‏ إذا كانت 
Bla; ©) 3 ×‏ وأخذنا -dlax)‏ ع cr=‏ فاستنادا على متباينة المثلث (م۴)ء فإن Bex)‏ محتوی في Bla;  (‏ 

۷ مثال. مجموعة الجموعات المفتوحة في الفضاء التافه xX‏ تتطابق مع مجموعة القوة ل X‏ 

النظرية UU!‏ تلخص أهم خواص مجموعة ال جموعات المفتوحة فى الفضاء GA‏ 

۸ نظريه. إذا كانت U‏ مجموعة الحموعات المفتوحة فى Ge clad‏ × حینئذ: 

U 3 × ٹر‎ )( 
Ui UU, 

و Silks‏ عاضا ail‏ طم المنتھی!'': ذلك يعني انه ادا كانت In‏ آ) و إلا . ... U,‏ نا 
فحينئذ U3NU,‏ 


البرهان. اثبات () مباشر من تعريف ال جموعة المفتوحة. 


(ii)‏ لنفرض أن ه 3 UU,‏ من ثم » فهنالك , د × بحيث أن يلا تحوي ه. يترتب على ذلك وجود 
قر ص مفتوح ( ع Bla;‏ محتوی في ےا . إذن ( ع Bla;‏ محتوی في UU,‏ ء ما يبين أن ,للا تجموعة مفتوحة فى 
.X‏ 

(iii)‏ إذا كانت و 3 AU,‏ فما أن كلا من لآ,... ,تا مجموعة مفتوحة فی 6X‏ حینئذ ثمة Blase)‏ محتوى 
في ,لاھ > 1 > 1 لیکن © pol‏ الاعداد ,ع, ه> 1ك 1. إذن GENU,‏ (8);8» ومن ثم AU, OF‏ 

انطلاقا سن مفھوم | ic yas‏ المفتوحة ¢ نسوق Ol‏ خاصة مزه للاستىرار› y‏ »> فھا ڈگ المترك . 


۹ نظریة. لیکن × و ۲ فضاءين متريين. إذا كان لدينا راسم XY‏ فلكي یکون ‏ ستمرا 
فإنه يلزم ویکفی أن FIV OSG‏ مفتوحة في × كلما كانت ۷ مفتوحة في LY‏ 


البرھان . لنفرض ful‏ راسم ستمر: uly‏ ۷ مجموعة مفتوحة في لا. إذا كانت ۲۱۷ الجموعة ASE!‏ 
OSS‏ مفتوحة في . إذا كانت ه 3 PIV‏ فذلك یعنی أن fla)‏ 3 ۷ء ولذا فثمة قرص مفتوح (8)52(:6 


Arbitrary union ]١( 


Finite Intersection (۳) 


Lm gly! مقدمة فى‎ TA 


تحويه ۷, نظرا لاستمرار ۶ عند ca‏ فينالك: 6 60 ent‏ أن ))5 ol ye f(B(a;‏ في Bla;5) >) . B(fla);€)‏ 
مجموعة جزئية من PIV‏ ومن ثم فإن ۲۱۷ مفتوحة فى ×. 


فضي الآن OLY‏ العكس . نأخذ ه ۴3ء وع>0. با أن Bifla)e)=V‏ مجموعة مفتوحة في ۷ء إذن 
۷ جموعة مفتوحة في × وتحوي ه. من ثم » فهنالك ة >0 بحيث أن BOS)‏ محتوی في ۲۱۷. يترتب على 
ذلك أن (ن:ة)8؟ محتواة في 7-(8)8(:6, ما يعني أن ؟ ستمر عند 8.. ٦ا‏ 


) ١ تمارين(‎ 


Teleco يحقق الشروط‎ ٠,١-١,۳ بين بالتفصيل أن المترك المعرف في كل من الامثلة‎ ١ 


؟- لیکن 4 المترك المعتاد على ۴ a’y‏ المترك المعرف فی مثال .١,۲‏ أثبت أن 
d(x, y) > d(x, YS Vn . d(x ,y)‏ 
پا جج ,عو و RT‏ 
۳ لتکن × مجموعة الدوال القابلة للمكاملة على 1. Sad‏ 
fit el‏ = ل ,؟) ل , ٠“‏ ),ع 3 × 
ol ow‏ 8 لسن 6% عل عد 


الجزء الثانى 


eye اثبت» من التعريف مباشرة» أن ؟ راسم ستمر في كل ما‎ -٤ 
f(x,,x,)=x,+x,,f: R” >R (i) 
f(x,, x, =x,.x,, fi R?—_» R (ii) 


A محدد‎ = det A حیث‎ det: 11 (RR (HD 


ه KJ‏ × فضاء مترياء و (×) © مجموعة الدوال المستمرة على X‏ 
۷ و Fe‏ ۰)0 نعرف الراسمين ع+؛ و fig‏ على النحو التالى: 
(f + g) (x) = f (x) + g )0‏ 
«) ع f (x).‏ = 0ن ع . 1ك 9« 3 2. 
اثبت أن ع + 4 وج .4 3 CX‏ 
إذا كان ©) ومع 0 , V‏ ×3 ×, بین أن CX) 3 fig‏ 
حبث (×اع/(×81 = (×) X 3 xy , fig‏ 


(I) 5‏ برهن أنه إذا كانت (») متوالية تقاربية فى فضاء مترى» فنهايتها نقطة فريدة. 


۹ 


= مقفدمة فى التبولوجيا 


ع 
اط 


(ب) أثبت أنه إذا كانت (») متوالية تقاربية في فضاء تافه “ا» فتوجد m‏ بحیث أن: 


.)۱۱١و‎ 1,١ de (ك و “3 المتركان المعرفان فى‎ RADI أن « ,82 غير مکافیء متريا‎ GT LA 


R® (1)‏ غير مكافىء متريا ل 2 , 5 > [1. 
(ب) R®‏ غير مكافىء متريا ل 82 , م + 2. 


الجزء الثالث 
.ف قزر ا (ذا Gol‏ السوعة (f) A‏ مقتوسة (ب) edie‏ في الفضاء الاقليدي 8ء في كل ما بآتى: 


{N 3 n,m:(~+,+)} ممع‎ 
{N3n:(,+ (| = A (ib 

5' = A (ii) 

fy < 0: », «| =A Gy) 


eX: (x, y) | = A )(‏ ‡ ¥ 
١‏ لیکن × Shad‏ متريا . بين أن × فضاء هاوسدورف » بعنی أنه إذا كانت ه و ط 3 » وه + cb‏ فثمة 
جوار مفتوح ca J‏ وجوار مفتوح ( cb‏ بحيث لا يتقاطعان. من ثم» استنتج أن | 2 | مغلقة في × 
ر پ8 3 . 
05- باستخدام الدالة: 
det: M (R)—>R‏ 
5 ان مجموعة المصفوفات ALM! nxn‏ للمکس مفتوحة في »MA(R)‏ 
1١‏ برهن أنه إذا كان راسما من فضاء DIX Gre‏ فضاء متري cy‏ فلكي يكون ستمرا فإنه يلزم 
ويكفي أن OS‏ 416 مغلقة في × كلما كانت 6 مغلقة في ۷. 
٤۔‏ إذا كانت A‏ و 8 مجموعتين جزئيتين» غير خاليتين» من فضاء متري (5,0)ء فالمسافة بينهما : 
d(A,B)‏ » تعرف على النحو التالی: 


The distance (1) 


3 iy ll النضاءات.‎ 


| 8 3 سا | (,8) 8:4 3 ىوه‎ = d (A, B) 
حيث (طرخ)ك -(]4,15)ة.‎ OAD) و 6 3 ۸ء فحینئذ‎ XG مغلقة‎ A بین أنه إذا كانت‎ 


06 لیکن (X, d)‏ فضاء متريا. لتكن ‏ و 8 مجموعتين مغلقتين فی : وكلاها غير خالیة ء ولا تتقاطعان . 
برهن ol‏ الدالة: 8<-65 حيث 
d (A, x)‏ 
eae, ag es‏ 
d (A, x) + 0 (B, x)‏ 
محقق الشرطين التاليين: 
ae Sha FT‏ 
(ب) f(A)‏ = }0{ « و (ھا؛ = [11ء و 400 محتواة TG‏ 
57- )13 كانت F‏ مجموعة الجموعات المغلقة في فضاء متري ×» بين أن: 
(i)‏ و* وم 
(ب) ۴ مغلقة بالنسبة للاتحاد المنتهي . 
(ج ) F‏ مغلقة بالنسبة للتقاطع الكيفي . 








لیس مان 


الفضا۔ات التبولوجية 


Topological Spaces 


في هذا الفصلء نعمم ما قدمناه من مفاهم في الفصل الأول ؛ فنقوم بتعريف () الفضاء التبولوجی 
iis‏ الراسم المستمر بين فضاءين تبولوجيين. والاثنان معا يشكلان موضوع الدراسة في التبولوجيا. 

وتعریف الفضاء التبولوجي قد تبلور إلى شكله GUI‏ بعد عدة سنوات من مطلع هذا القرن ؛ على 
أيدي هاوسدورف7اوفريشي() وكوراتوسكي(") وتيتز. أما الرواد الأوائل في التبولوجيا من أمثال 
موبیس!*) Mole ry‏ وبوا ay IG‏ فقد أولوا اهتامهم لبحث النتائج والنظريات المترتبة على الأفكار 
التبولوجية: معتمدين على الحدس ا ندمی كمشطلق لأعباهم . 

والفضاء التبولوجي يتكون من مجموعة غير خالية ×» ومجموعة من الجموعات الجزئية من : تسمى 
المسوطات الہ ق التق Ung nd Git‏ سے lel‏ دو السات اانتيسة کے LoS Ol‏ یڈ 
التعبیر عن مفهوم الاستمرار ء مثل ما حدث في إطار الفضاءات ا متریة . فالفضاء التبولوجی تجرید رياضي 
لفهوم الشكل اهندسي : وتعمم لمفهوم الفضاء المتري . 

بعد تعريف الفضاء التبولوجی › بای التساؤل الحام: إذا كان لدينا فضاءان تبولوجیان؛ متى نعتبرها 
(csr‏ قرلا GEM,‏ عل ذلك أن hls Me oS‏ مکسر يني ء له سكيس سکس وسا 
أمثلة التكافوٌ التبولوجی إجراء الحركات المتاسكة(*)ء كا فی المندسة الأقليدية» وكذلك التشوہات 


Mobius (9) Hausdorfr ( \) 
Riemann (1) Fréchet (؟)‎ 
Poincaré (¥) Kuratowski () 

Rigid motions (۸) Tietze (4) 


۳۳ 


المستمرة() على الشكل ا حندمی؛ ما دامت لا تؤدي إلى تمزيق الشکل إلى أجزاء منفصلةء أو وصل 
نقاط مختلفة ببعضها البعض. أما الخواص التبولوجيةء فهي التي لا تتأثر بإجراء تکافؤ تبولوجی ؛ مثل 
الاتصال والتراص « واللذين سوف ندرسها في الفصلين الرابع والخامس. من هذاء فإنه بالامكان اعتبار 
التبولوجيا نوعا من الهندسة» يتعلق بدراسة خواص هندسية عميقة (انظر [4]؛ الفصل الخامس). 


١‏ تعريف الفضاء التبولوجي 


تعريف: لنکن × مجموعه غير خالية ؛ ولا مجموعة من | le ged‏ الجزئية من × تستوق الشروط 
التالية: 


ت .١‏ © وخ 3 /]. 


ت ۰۲ /) مغلقة بالنسبة للاتحاد الكيفى : أى أنه إذا كانت ULF‏ عا {KI‏ مجموعة جزئية من U‏ 


فحنئد وتان 3 /). 


ت ۰۳ /) مغلقة بالنسبة للتقاطع المنتهي: أي أنه إذا كانت ه NF‏ و إلاء...» 0ا3 لا فعندئذ 
UINU‏ 
i‏ 1 

يقال حینئذ إن /ا تبولوجيا!' على ×» oly‏ الزوج (/او×)فضاء تبولوجی(۲ء وتدعی عناصر U‏ 
Ole gad |‏ المفتوحة!؛! فی الفضاء (X,U)‏ 

إذا کان clad (KU)‏ تبولوجياء فهو فضاء CT) (PG gan gla‏ إذا کان بالامكان فصل نقاط × 
على النحو التالی: 
VW‏ و و +a Xb‏ طء هنالك حموعه مفتوحه لآ ya Gye‏ مجموعة مفتوحه ,لا <b Gs‏ و able YU,‏ 
لا 


: 

١‏ مثال. کل فضاء متري × هو clad‏ تبولوجي بطريقة طبيعية» إذ أن مجموعة ال جموعات المفتوحة 
في الفضاء المتري × تشكل تبولوجيا على × (نظریة ۱۱۱۸). 

sities « fobat =X bisl (ذا‎ der. 

| {oa}. fo}. fa} Xof=u 

تبولوجیا على X‏ إذ تحقق الشروط: NG‏ ت٢‏ وت” . بيد ان هذا الفضاء غير ھاوسدورف : فالحموعة 
المفتوحة الوحيدة التي تحوي ء هي ×ء ولذا فليس بالإمكان فصل yea‏ أو طا عن Le‏ 
Open sets (£) Continuous deformations ( \)‏ 
Hausdorff space (0) Topology (¥)‏ 


Topological space (r) 


الفضاءات الشولو جه ro‏ 


٣‏ مثال. إذا كانت × مجموعة غير خالية» U ob‏ -إ© ,× تبولوجيا على × تسمى التبولوجيا 
اللامتقطعة › ويطلق على الفضاء (/,5) اسم الفضاء اللامتقطء''. 

فى الطرف الآخرء Ob‏ مجموعة القوة ل ×» تشكل تبولوجيا على ×» تدعى التبولوجيا المتقطعة› 
ويسمى هذا الفضاء : الفضاء المتقطع!"!. من الوا ضح أنه فضاء هاو سدورف . 
ها متممة منتهية. حينئذ فإن U‏ تبولوجيا على ٭ء يطلق عليها اسم تبولوجيا المتممة المنتھیةء ويسمى 
الفضاء (XU)‏ فضاء المتممة المنتهية("). 
نترك للطالب مهمه الشت می أن U‏ حقق الشروط ت٦‏ = Toa‏ 


في ضوء مثال۲,۰۱ يتبين أن كل فضاء متري هو فضاء تبولوجي ؛ بطريقة طبيعية. أما العكس » فغير 
صحيح » کا سوف نبين الآن. 

تعريف . إذا كان (K,U/)‏ فضاء تبولوجياء فيقال إنه قابل للتعبير المتري!؟؟ إذا كان هنالك مترك 4 
على × بحیث أن مجموعة ال جموعات المفتوحة في (Xd)‏ تتطابق مع /). في هذه الحالة» تسمى ا التبولوجيا 
ا oe‏ و 

با أن كل فضاء مترى هو فضاء هاوسدورف (تمارين :)١(‏ مسألة 1۹)ء فاستنادا على عثال ۷ ,؟ یٹضح 
لنا أن ثمة فضاءات تبولوجية غير قابلة للتعبير Gill‏ وجدير بالذكر أنه كان من بين المسائل الهامة في 
التبولوجيا إيجاد شرط لازم وكاف لقابلية التعبير المتري. فمنذ ظهور نظرية التعبير المتري لیوریسون''' 
gly (evar)‏ سوف lis‏ فا بالبرهان فى الفصل الثامن : تقد ode cb‏ الله تسترعي الاهتام 
والدراسة» وسیق العديد من النتائج حوها » من أبرزھا نظرية نقاتا - سمیرنوف''' ونظریة سميرنوف 
([12]). 

ملاحظات () إذا كانت × مجموعة غير خالية » Uy‏ تبولوجيا على ٭ء لكل $k‏ مجموعة 6K‏ فحینئذ 
يكون TU,‏ تبولوجيا على X‏ 

X إذا كانت كل من ,ناو , /اتبولوجيا على مجموعة ×» فلا يلزم أن تكون ل لا ل تبولوجيا على‎ Gi 
عندئذ‎ . fobaf= x سبيل ا ثال » لناخذ‎ ge 


The topology induced by d (o) The indiscrete space | 1) 
Urysohn (1) The discrete space (؟)‎ 
Ngata-Smirnov (v) Finite complement space (۳) 


Metrizable 1 


۳٣‏ مقدمة في النبولوجیا 


{ {ba} , {bf . jaf .X, © =U, کل من:‎ 
۱ ! cat ie} ٠ ta} , 4 و‎ © t=U,3 

تبولوجيا على ٭؛ بيد أن رل لا /اليست تبولوجیا على ×. 
دلالة. ما لم يكن ثمة مجال لوقوع لبس » فسوف نرمز للفضاء التبولوجي (/1,×) بالرمز × فقط . 
۴۔ الروامم المستمرة والتكافؤٌ التبولوجی 

إذا ألقينا نظرة على نظرية ۱۱۱۹ء نجد أنها تلقى الضوء على كيفية تعريف الزايم المستس بين 
فضاءين تبولوجيين: 

تعريف . لیکن × و لا فضاءين تبولوجیین » وليكن ؟ راسماً من × إلى ۷. لتكن a‏ نقطة في ×. يقال إن ؟ 
مستمر عند a‏ إذا كان git‏ الشرط التال: 

كلما كانت ۷ مجموعة مفتوحة في ۷ء وتحوى c fla)‏ فحينئذ UE‏ مجموعة مفتوحة GU‏ × بحيث أن U‏ 
محتواة في 1۷ء وہ 3 تا. 

ويقال إن FX —*Y‏ راسم مستمر إذا كانت PIV‏ مفتوحة في × كلا كانت ۷ مفتوحة فى ل. 

من ا لی إذن» أنه كي يكون ۷+ 67 مستمرا » فيلزم ويكفي آ0 ahs‏ # حمر[ the‏ کل that‏ 
في ×. 

۷٥‏ ,۲ نظريه. () إذا کان × فضاء تبولوجيا» فحينئذ × م 14:2 راسم مستمر. 

(ii‏ إذا كانت <اولاو2 فضاءات تبولوجية»؛ و ۷ عه “ء٤‏ و2 س ۷:ھ راسمين مستمرین » فحینئذ 
1 راسم فستمر . 

البرهان. pile (i)‏ من التعاریف . 

(ن) لنفرض أن ۷ مجموعة مفتوحة في 2. با أن ع راسم مستمرء فإن 1۷ي مفتوحة في ۷. استناداً على 
استمرار OF +f‏ (۱۷۷م)'۶ = ۰0۱۷۷ع) مفتوحة في ×. من ثم » فإن BOF‏ راسم مستمر. © 

الات ققدم متهوما اساسا في التبولوجياء هو مفهوم التكافوٌ التبولوجي ء والذي يحدد الخواص الق 
يعنى بدراستها التبولوجيون . 

تعریف. إذا کان ٤‏ راسماً من فضاء تبولوجي × إلى فضاء تبولوجي ۷ ءفیقال إن ٤‏ تكافوٌ تبولوجيى ) 
إذا استوفی الشرطين التاليين: 


_ وراسم‎ › plo ٤) عه‎ Y (i) 





Homeomorphism ( \ ) 


القضاءات الولو جية ۳Y‏ 


. راسم مسلمر‎ ]-1 3 — XxX (ii) 


وإذا کان هنالك HIG‏ تبولوجي من × إلى ۷ء فیقال إن × مكافىء Msg ly‏ ل ۷ء ویرمز لذلك 
بالصورة ۷ X=‏ 
٦‏ مثال . لتكن [a,b]‏ و [٥,ء]‏ فترتين مغلقتين فی ۸ (ط > ۵, وك > .)٥‏ حینئذ يكون 
[c,d]‏ و :[a,b]‏ 1 
pallid A(d—c)‏ + ع = fix)‏ ا [a,b] 3 x‏ 
6-8 
Rice‏ نبولوجيا » نطلق عليه اسم التكافوٌ التبولوجي الطبيعي().أما ۴ فهو معرف على النحو التالى : 


tts ہے ہنس‎ t CC ہی‎ 
d-—c 





a a +t (b-a) b 





لو لم 
c+#t (d-c) d‏ 6 


الشكل ( ٠١١‏ ) : تکافؤ الفترتين المغلقتين . 


۷ مثال. لیکن A‏ حیط ا لمربع ذي الأركان )0,41( و(±1,0) فی 82» حینئذ A‏ مكافىء تبولوجیا 
ل ا8 لأنه إذا كانت م 3 یء وأخذنا f(p)‏ = نقطة تقاطع '8 مع امتداد جزء المستقم من نقطة الأصل 
إلى م (الشكل١.‏ ۰٢ء‏ فان !§ — A‏ : تكافوٌ تبولوجي . 


A? (x,y) ہپ‎ , f(x,y) “(on ۹ ا ہیں‎ 


1 ly 
|+ (2 ہی‎ 


The natural homeomorphism (r) Homeomorphic (\) 


PA‏ مقدمة فی التولوجيا 





الشكل ( 5.٠.5‏ ) : تكافؤ المربع والدائرة. 


513 (hk) V, ۴۱۷۸,(0 = hi (si CC 
+اطا‎ tk! +اطا‎ (kl 








۶۸ مثال. الحلقة × = | (xy)‏ 4 > تو+ثم >1 )مکافثة تبولوجیا للأسطوائة: 
(x,y,z) ۷‏ 1 ع x+y?‏ , 1>ج ک>0), 
ذلك أننا إذا وضعنا الدائرة الداخلية هل × لتتطابق مع قاعدة الأسطوانة »مم «أحطنا» لاب ×> 
وأجرينا الانكاش المناسب » حتى تتطابق الدائرتان طوط (انظر الشكل ٠۰٣‏ ,۲)ء كان لدينا BIS‏ تبولوجي 
۴ من × إلى ۷. إذا ابتغينا صيغة تحليلية ل ؟ فهي : 


(ت ۱ = ۱ & = fix,y)‏ 
حیث م = 1/2( وجتيو) , 7+ X 3 (xy)‏ 
(نترك للطالب مهمة إيجاد ۲). 


ترق = de PIG BL‏ غسرمة النضارات التبولوجيةء ULM,‏ الأساسةء من وجهة التظر 


Markov ( ۱ ) 


الفضاءات yy!‏ > ا 


الحلقة 





الشكل ) lS : ( ¥, +f‏ الحلقه والأسطوانة. 

إذا كان x‏ مكافئاً رلا لح ¥ 
الزمرة LLY‏ مثلاء والتي نقدمها في الفصل التاسع » فبالإمكان OLS)‏ أن 85 غير مكافىء تبولوجيا 
ل wR?‏ تو اقل D? oly‏ خی JI‏ 2 قوارجا Mla‏ رق الگا cond aid‏ الجا ار بضورة 
عاية: فا ركنا : Tests‏ الف اله 
—T‏ مفاهم أولية 

في هذا coll‏ نعرف الجموعة المغلقة ء ولصاقة ال جموعة ؛ والنقاط الداخلية والحدية والمعزولة› 
bliss‏ الٹھایف ونثل هذه المفاهم باعشار مجموعه جزشه هامة من ‘R‏ هي reer‏ کاو MY‏ 

تعريف . إذا کان × فضاء تبولوجیا »و۴ مجموعة جزئية من ×» فيقال GO Midas Fo)‏ الفضاء × إذا 
كانت متممتها ۴ مفتوحة في ×. 
۹ نظریة. إذا کان clas QW‏ تبولوجی ×» وإذا كانت ۶ مجموعة ال حموعات المغلقة في × 
فيب ال 


-F 3 × soli) 


the cantor set ( ١١ 


closed (¥) 


و مقدمة فى التبولوجیا 


. مغلقة بالنسبة للاتحاد المنتهى‎ F (ii) 
. مغلقة بالنسبة للتقاطع الكيفي‎ ۶ (iii) 
X ×ء وٴ× =4» إذن كل من هو مغلقة فی الفضاء‎ = GO! البرهان. () با‎ 
ءومن ثم فإن‎ 1> isn × مجموعة مفتوحة في‎ FE =U, طبیعیأء و,,.... ھ37 2. إذن‎ love « لیکن‎ ii) 


ol eb جموعة تة‎ UU, 
= 1 


.73 UF, ol ade Gin ها‎ 
لے‎ 


K “So (iii)‏ جموعه ماءو Kk VF 3F,‏ ادن لا = Ee‏ مجموعه مفتوحه 3 V eX‏ اوک ومن تم فان 
بلالا مجموعة مفتوحة في ×. ke‏ آن: 


(OF p= x-O RF 
=U (xX -F) 


نا اء 


O ا« الوسر‎ iin 

لنلاحظ أن اتحاد عدد لا ہائی من الجموعات المغلقة في الفضاء لا يلزم أن يكون مجموعة مغلقة. 
فلتأخذ ‏ على سبيل المثال» ,۴ = [Ll]‏ «83؛ في الفضاء 8. من الجلي أن ,5 مغلقة في ی۷ موی 
بيد أن UF‏ = [0,1) ليس مغلقا في 8. 

إذا كانت لدينا مجموعة جزئية A‏ من فضاء تبولوجی › pol‏ مجموعة مغلقة A Get‏ تسمى لصاقة ۸. 
Gy‏ نتعرض هذا المفهوم فيا يلي . 

تعريف . () إذا كان × فضاء تبولوجيا » وه نقطة في ×»› ورلا مجموعة جزئية من × تحوي 6a‏ فيقال إن 
N,‏ جوار ١‏ ل 8 إذا كانت هنالك مجموعة مفتوحة تا فی × بحيث أن () تا تحوى Gis a‏ لا محتواة فى .18 . 


Neighbourhood ( \) 


الفضاءات التولوجية \ 1 





الشكل ( N, :) Race‏ جوار ل ه. 


إذا كان 8 جوارا ل ٥‏ بحيث أن N‏ مفتوحة (مغلقة) في × فيقال إن ,× جوار مفتوح (مغلق) 
ل ه. 

la) (ii)‏ كان لدينا فضاء تبولوجي CX‏ و do get‏ جزئشة A‏ من 1ت فلصاقة(!'' oa‏ ویرمز ها ف 24 هي 
المجموعة المشكلة من كل النقاط × فی × التی تستوفی الشرط التالي: 

كل جوار مفتوح N,‏ ل × يقاطع A‏ 

٠‏ مثال. إذا أخذنا ۸ = } _ل:ه 9ن )ء فإن SAU )0(- A‏ الفضاء stall‏ ۸. أما في الفضاء 
اللامتقطع A Of eR‏ = 8 إذ أن Whe‏ مجموعة وحيدة مفتوحة وغير خالية في هذا الفضاء وهي ۸. 

١‏ نظرية. إذا كان × clad‏ تبولوجياء وه مجموعة جزئية من ×ء و [ 33[:5 | مجموعة المجموعات 
التي تحوي A‏ وتكون مغلقة في ×ء فحينئذ NF, = A‏ 

البرهان . 

x J مفتوح‎ | Fy إذن‎ .F x أن نة ز33 بحيث أن‎ Yur لنفر ض أن ×۸3 . لنفر ض‎ Yj 
AVE, محتوأة في‎ A 15).إذن‎ 39x ز9» أي أن‎ ۷,۴ 3» OF » ما يتناقض مع تعريف ۸. من ثم‎ cA ولا يقاطع‎ 

Lt‏ قرش أن ×3 15). لنفرض جدلا أنه يوجد جوار مفتوح IN.‏ ×لا يقاطع ۸. يترتب على ذلك 
أن“ N‏ مجموعة مغلقة تحوی ۸ء عا يستلزم أن ×3 ×. لكننا افترضنا أن ,× جوار ل ×. إزاء هذا 
التناقض ؛ ستنتج أن ol a YN,‏ تقاطع هء ومن ثم فإن ×۸3 . إذن |7(امحتوی في A‏ 
من ثمء فإن U AK, = A‏ 


في ضوء النظرية السابقةء يتبين أن لصاقة ۸ ھی أصغر مجموعة مغلقة في الفضاء تحوي ۸ . 


Closure ( ۱ } 


aie ۲٢‏ مة i‏ افتیولوجنا 


ة وصف آخر للصاقة A‏ باستخدام لفة نقاط النهاية: 


تعريف . إذا كانت dept A‏ جزئية من فضاء تبولوجی ×ء فیقال أن ×3× نقطة SL:‏ 4 إذا 
كان كل جوار ,× ل × abl‏ (×) - ل . 





٥ ) cs‏ ) : نقطة النهاية. 


من السهل الان: التحقق ol cr‏ لصا قة ۸ هي امحاد ۸ مع مجموعه نقاط النهاية ل A‏ 


تعريف. إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي CX‏ فحد (VA‏ ويرمز له بالرمز 3۸؛ هو 
تقاطع لصاقة ۸ مع لصاقة متممة A‏ ويطلق على bls‏ 8 اسم النقاط الحدية" ل A‏ 

٣۷٣‏ مشال. ناعد «U" = A‏ قرص الوحدة المفتوح 3 الفضاء الأقليدى .R"‏ جد فإن 
"ا = Uo FD‏ الوحدة Gill‏ في ٭8ء وكل نقطة في "< هي نقطة نہایة ل "ا . أما 31 فيساوي الكره 
sm!‏ 

ننتقل الآن لأكبر مجموعة جزئية من ۸ تكون مفتوحة في الفضاء eX‏ وتسمى داخل ۸: 

تعريفا. إذا كانت Ac yet A‏ جز نيه من فضاء نہولوجی ۰۰ فيقال أن ×۸3 نقطة (dels‏ ل A‏ 
إذا كانت A‏ جوارا ل *. داغل MA‏ ويرمز له ب ۶ھ؛ هو مجموغة النقاط الداخلة ل A‏ 





الشكل ۲:۰۹: النقطة الداخلية. 


Interior point (5) Limit point ( 2 
Interior of A (9) The boundary of A (e) 


Boundary points (؟)‎ 


لقضاذات الل ةة 13 


ندع للطالب إقامة البرهان على النظرية التالية. 

۳۴۳ نظرية . إذا كان X‏ فضاء تولوجيا : Ag‏ حموعه جره من iX‏ حبنئد فان داخل A‏ یساوی 
مع اتحاد | le gest‏ الجزئية من A‏ المفتوحة في ×. 

تعريف. إذا كانت مجموعة جزئیة من فضاء تبولوجی ×ء؛ فالنقطة ۸38 نقطة SG gue‏ ۸ إذا 
كان هنالك جوار مفتوح IN,‏ ه بحيث يقاطع ۸ في ه فقط . 
وا حدیة والمعزولة A‏ وق الفصل القادم : نور د قثلا آخر ل 18 تھب الطريق لام نشاء راسم مستمر وغامر 
من 1 إلى المربع a‏ يدعى منحنى ب یز 

تعريف. لتکن ۴ الفترة المغلقة 1. نقسم ۴ إلى ثلاثة أجزاء متساوية؛ ثم نحذف الفترة المتوسطة 


١ 1‏ الم ٠۰‏ ۱ کچ 
|u| 2. a‏ ,0|= ۶ 
3 8 £` 


وس متا BW J a‏ استار شاوية: وز الجن اا فة ال 


جا( مرج ارہ 
إذ سیر على هذا المنوال » نعرف NIMVF,‏ ونعرف عجموعة UL CI") GS‏ تقاطع الجموعات 


اھ 


لنلاحظ النقاط التالية: 
(i)‏ © مجموعة مغلقة؛ لأنها تقاطع ال جموعات ‏ المغلقة في الفضاء المعتاد ۸. 


اللي ١‏ 
(ب) حد ۴ = (ا,6), وحد =F,‏ ا وو 05{ 


55 * 112 وك ب مق 1 ہے ل و0[ وهكذا. 
وي = a” OO‏ 6° "= ”[ 3 
Isolated point ( 7‏ 
Peano Curve )٢(‏ 


The Cantor set (+) 


£4 مقدمة فى التبولوجيا 


= | فيا 
| 


س تم |د 


= |ص 
bo‏ | ص 


1 
3 


اك ات 
26 | ص 


الشکل ( ٠١۷‏ ): إنشاء جموعة كانتر. 


(ج) إذا كانت x‏ نقطة حدية ل oF‏ فحينئذ OSG‏ × نقطة حدية ل ےا ص > ھ؛ ومن ثم » فإن «3©. 


علاوة على ذلك إذا كانت × نقطة حدية ل Why ٠۴,‏ نقطة حدية أخرى على مسافة ل . من م؛ 


38-1 


توجد نقطتان x‏ و33) tut‏ أن 


1 


لك تال ؟ - ذا 


31 
(د) جمیع نقاط © نقاط حدية. لاإثبات ذلك» نأخذ ٤3×‏ و < 0. من ثم » يوجد عدد طبیعی ١‏ بحيث 


أن بل < . لتكن by a,‏ نقطتين حدیتین ل میت آن: سے 
١‏ 


B(x; £)‏ يقاطم € › ويقاطع متممة oY) iC‏ ل نقطة حدية ل «(F,‏ ما يستلزم أن (غ وھ يقاطع متممة Fo‏ 
من مء فإن × تنتمی إلى C‏ ولصاقة متممة ٥ء‏ أي أنها نقطة حدية ل ©. 


b]3xyb - a —‏ و هاإ. إذن 





الجزء 


الجزء 


i 0 حية‎ yl gat الفضاء ات‎ 


تمارين (r)‏ 
الأول 


اوجد كل التبولوجيات عل المموعة (1, 2 3]. 

clad ol cal‏ المنسة ال عل سيعة × يكين غاوستوگ )13 وإذا فطل كانت × جد 
لتكن U‏ جماعة ال جموعات الجزئية التالية من 1: 91 /]إذا كانت نا =4 أو متممة نا قابلة للعد. 
أثبت أن U‏ تبولوجيا على 1. 

برهن أن تقاطع أي عدد من التبولوجيات على مجموعة غير خالية × يشكل تبولوجيا على × 
الثانی 

بين أن الفضاءين × و٢‏ متكافئان : ق كل من ا حالات التالية: 

۷ = (0,0) ,X =R )00( 

Y = R° X = U" (iD 

۴)0 = ×, (ھ)- 85 = ۷ء حيث Gla‏ نقطة فى *8. 


Y= Sty › مضلع دائري‎ X (iv) 

(افترض التبولوجيا المعتادة فی كل حالة). 

أثبت أن ((0,0) )تا !8 مکافیء تبولوجيا ل ((2,0)) 17 51. هل بالامكان تحويل الشكل الأول إلى 
الثافي بإجراء تشويه مستمر؟ 

برهن أن الدائرة 4 = x+y?‏ مكافئة تبولوجيا ل 6S!‏ بيد أنه غير مكافئة Ly xe‏ ل S'‏ 

برهن الاستنتاج التالي من نظرية القيمة الوسطى: إذا كانت ؟ دالة مستمرة وآحادیة على فترة من 
ء Bid‏ کون # تزايدية قاتا أو تناقسية تاسء 

من ثم » بين أن الفضاءات المعتادة (0,1)» 10,19 و[0,1] تمثل فصول تكافوٌ تبولوجي مختلفة . 
الثالث. 


أثبت أنه إذا كان × ولافضاءين تبولوجیین؛ فحينئذ لا-*:؟ راسم مستمر إذا وإذا فقط كانت 
6 مغلقة في × كلا كانت 6 مغلقة في ۷. 


Pe eee £7 


٠‏ أوجد A‏ ۸۶ء و۸٥‏ فى ۸ لكل من الجموعات التالية: 
A (i)‏ = النصف (Sola‏ من (x,y) } = R*‏ 0 ) 
A (ii)‏ = حور × 
A (ili)‏ = اج - R?‏ 
{Q3y 4x :(x,y)} = A (iv)‏ 
١١‏ أثيث أن ه = ۸ - ۶ في الفضاء التقطم « .C=0A Oly‏ 
۲۔ لتكن By A‏ مجموعتین من فضاء تبولوجي ×. بین أن: 
AUB=AUB (i)‏ 
A°M 89 = (ANB) (li)‏ 
AN BDA NB (iti)‏ 
A°U B°C (A U BY (iy)‏ 
هل يكن استبدال العلامة ك أو ع بالعلامة = فی (iii)‏ أو Civ)‏ 
“اه اث él‏ داخل مجموعة كانتر € يساوي ف . 
cae)‏ آ3 ably Yaa‏ داخل cA‏ لأى مجموعة ۸ في فضاء تبولوجي) . 
٤۔ ON (i)‏ أن كل مجموعة مفتوحة فی 3۶ تكون اتحادا لستطيلات مفتوحة في 3. 
(إذا كانت «A= (a, 9b.) ×...× (@ yb.)‏ فیقال عن ۸ إنہا ستطیل مفتوح في ۴). 
(ب) برهن أن |جموعة "0 تقاطع كل جموعة مفتوحة في "1. 
6 لیکن × فضاء متريا Ay‏ مجموعة جزئية من . أثبت أن لصاقة A‏ تساوى × إذا وإذا فقط أيا كان 
القرص المفتوح (8)<:,7 في ×» فإن Bess)‏ يقاطع A‏ 


Construction of New Spaces 


مقدمه 


إذا أخذنا أي عدد من الفضاءات التبولوجیة ء فهنالك أساليب عديدة یکن نيجها لاستحداث 
فضاءات حل ید منها . 3 هل | الفصل > نصف ثلاثة من هده Je YI‏ فنبين كيف سنسق الفضاء ات 
الجزئية وکف سد elas‏ ات الحداء وفضاءات المطابقة . 


وكي نلقي بعض الضوء على أهمية فضاء الجداء » فسوف نقوم (فى الجزء الثالث): بتمثيل فضاء كانتر 
)ء كفضاء جداء:”22 » حيث ترمز 2 للفضاء المتقطع }40,2 ما يتيح لنا الوصول إلى راسم مستمرء من 
الفترة 1 إلى المربع 1×1>12ء بحيث ير بكل نقطة في المربع. يدعى مثل هذا الرامم منحنى بينو)» نسبة 
إلى الرياضي بینو؛ الذي يرجع له الفضل في اكتشاف وجوده» في القرن الماضي » Ob!‏ اشتغاله بمسألة وضع 
تعريف لمفهوم المنحنى 








عا مر 1 1 0 


الشكل ( 5١‏ ): منتحنى بينو 
یھ اچ off ae]‏ فضاءات المطابقة بالغة الأهمية؛ وتبرز كثيراً فى التبولوجياء والتبولوجيا 
الجبرية. وعلى سبيل المثال. فإن قثیل نوع خاص من السطوح - وهي السطوح المتصلة ا متراصة - 





Peano (4) 


۷ 


LA‏ مقد مه فى الشسولو جا 


كفضاء ات مطابقة شکل من قرض الوحدة المغلق 27ء کان خطوة هامة 3 بر هان نظرية شهيرة 3 
التبولوجياء وھی نظرية تصنيف السطوح المتصلة المتراصة ([11]) 
١-الفضاءات‏ الجزئيه 
إدا كانت A‏ مجموعة > AS‏ غير خالية» من فضاء تبولوجي Ll (X,U)‏ تكتسب تبولوجيا . امن 
(ا(1۸) تشکل عناص ها سن تقاطع A‏ مع | Cle gas‏ الفتوحة X a‏ يسمى الزوج (, (AU‏ الفضاءالج زی ۸ . 
تعریف. إذا كان لدینا فضاء تبولوجي OU)‏ ومجموعة جزئية غير خالية A‏ من ×» فالتبولوجيا 
النسبية!'', لا؛ على امحموعة cA‏ ھی | حموعة: 


[u 3 U.ANU =V:V | U 


A 

والفضاء ASG 5S‏ هو الفضاء التبولوجي AAU)‏ 

بالطبع علينا أن نتحقق من أن /) تستوفي شروط التبولوجيا: 

ت :ما أن .ANG=6‏ و CANX=A‏ فإن * و4 3 ,نا. 

ت ۲: إذا كانت 3مجموعة ماء و J 3j ۷,1 IU,‏ حینئذ U 3 UU, ol k AMUU)=UANU,‏ 
(تعريف التبولوجیا)ء إذن NU,‏ 4لا 3 لاء مما يبين أن ا مغلقة بالنسبة للاتحاد الكيفي . 

ت ۳: إذا كانت ه 3 ٢ء‏ و 910 /0, ه > ز > اء حینئذ AN) = ۸ (A NU)‏ 1,3 لأن 
3010 ا . من ثم » Ob‏ /ا مغلقة بالنسبة للتقاطع المنتهي . إذن , /ا تبولوجيا على A‏ 
تكون Whe‏ مجموعة ۶ مغلقة في الفضاء × بحيث أن ,۴ 0 5-4. 

نترك إقامة البرهان للطالب . 

1 یثٹال. [ذآ كان clad X‏ تبولوجيا ستفطعاً » قان كل قضاء. حرق مت يكون متقظماً اہضا: 


التثبت من الاستمرار على عدد منته من الفضاءات الجزئية المغلقة. 


The relative topology ( ١| 


The subspace ( ۲ 1 


انثاء فضاءات جديدة 4 i‏ 


تعریف. اذا كان clas A‏ سیا من فضاء تبولوجي کا فىقال إن ۸ فضاء جزیق مفتوح'' ( مغلق'"') 
من ۶۴ء إذا كانت الجموعة A‏ مفتوحة (مغلقة) ۰ x‏ 


ite ٠ کرای‎ li; Wik arn. 9 le AUB Seah % ob Yee Ue سے ہےر سن‎ 


OLY. ola dl‏ استمرار ۷+- PRS EX‏ أت سرن ٥‏ تکون مغلقة في × كلا كانت 6 مغلقة 
فی لا (تمارين (۲):م۹۰). با أن AUB‏ = ×» فتكون لدینا ال متطابقة التالية: 


f-'G=(flA)-' G U )٤٥ 


الان ۸ راسم مستمرء مما يترتب عليه أن 6 )) مجموعة مغلقة فى الفضاء الجزئی ۸. هذا يستلزم أنه 
توجد مجموعة مغلقة GE,‏ × بحيث أن ,۸۴ 6-۸ (AD‏ بحجة مشابہةء فثمة مجموعة مغلقة GF,‏ × 
ut‏ أت 


(fBY'G=B NF, 
من م؛ فإن:‎ 

f'G=(AN F)U (BN F,) 
][ .) و 8 مغلقتان یق‎ A)X ولذا فهي مغلقة في‎ 
فضاءات الجداء‎ ۔٢‎ 


في هذا الشأن» نفرض أن لدينا فضاء تبولوجيا ×» لكل ز تنتمي إلى عائلة مرقمة J‏ وننشد 
الإ GE‏ على السؤال التالي: كيف ننشيء تبولوجيا على الجداء الديكارتي TX,‏ ء يحنيث تکس إن ا كبر 
حد ممكن» ال خواص التبولوجية المشتركة للفضاءات PX‏ 

لنقصر حدیثنا أولا على الجداءات المنتهية » فلعل ذلك يودي إلى فهم أفضل للموضوع . 


Open subspace (1) 
Closed subspace (+) 


The pasting theorem (۳ 


٥٠‏ مقدمة فى السولوجسا 


(أ) الجداءات المنتهية: في هذه ا الةء نفترض أن {mal} = J‏ حيث « 9 2. إننا إذا lady‏ 
قلیلا عند الفضاء الاقليدي "8 ء ad‏ أن المجموعة R®‏ ھی الجداء الدیکارق 8...8(م مرة)ء أما 
le gos |‏ المفتوحة في "۴ فهي ا حادات المستطيلات المفتوحة (طره)×...×(رط,و)» حيث (ab)‏ فترة 
مفتوحة فی .8ء ھ > 1 >1 (قارین (١):م150١).‏ من نتم؛ فالشرط اللازم والكافي کی تكون تا مجموعة 
مفتو جه J‏ “۶ ھووجود تشبلا شا els‏ محموعات من النوع : لا×...× نا حيث wer U‏ مفتو حه 3 R‏ 
۰ 15 212 هن lia‏ المنطلق: نضع التعريف التالي لفضاء الجداء : 

تعريقا. x, od‏ فضاء glee‏ جا › 8ز > 1. OSI‏ 8 الجموعة المشكلة من : نا×...×رنا:نا مفتوحه 3 
ھ > ز > 1 . حينئذ تبولوجيا الجداء") ل على 73 هي الجموعة المشكلة من كل الاتحادات 
الكيفية لعناصر ,8ء أي أنه إذا كانت 8-( ,۸:8 3 (K‏ فحينئذ لا =[ UB‏ :521 ) . يطلق 

n ۳‏ , . ۱ ۱ > 
على الفضاء (/] ا اسم فضاء الجداء١")  X,‏ : 

علينا بالطبع أن نتحقق من أن U‏ تستوفي شروط التبولوجياء ولعله من المفيد أن نبحث هذا الموضوع 
داخل إطار اعم وذلك بتقديم مفهوم القاعدة المفتوحة. 
مجموعة مفتوحة في × امحاد pol‏ من 8. حینئذ يقال إن 8 قاعدة مفتوحة") ل X‏ 

من الجلى» إذن» أنه إذا كانت 8 مجموعة من ال جموعات المفتوحة في ×٭ء فلكي تكون 8 قاعدة 
مفتوحة ( x‏ فإنه يلزم ويكفي أن تحقق الشرط التالى: 

إذا كانت تا مجموعة مفتوحة في : وإذا كانت IK‏ ل فثمة جوار IB‏ × بحيث أن 8 3 8ء و 8 
محتوي في نا (الشكل .)۳,٣‏ 





الشكل ١ ١‏ ) : القاعدة المفتوحة 


The product topology (\) 
The product space (y) 


Open base (r) 


انثاء فضاءات جديدة \ A‏ 


نترك للطالب ؛ مهمة OLS!‏ الدعوى السابقة. 
Ga ۳‏ دا bis|‏ فضاء تبولوجيا متقطعاً ا فحيلئد تشكل جموعه | Cle ges‏ و OA‏ العنصر: 
x, {x}‏ 3 × قاعدة مفتوحة J‏ ×. علاوة على AUS‏ فهذه rol‏ قاعدة مفتوحة ل ×. 
e 1‏ 
8 ع ( ( و ع) (rq) x‏ ركد {Q 34, .4, st,‏ 

قاعدة مفتوحة [*8. 

نعالج الآن النقطة التالية: إذا كانت لدينا مجموعة غير UG‏ × ومجموعة 8 من ا جموعات الجزئية من 
×ء فمتى day BOSS‏ لتشكيل قاعدة مفتوحة لتبولوجيا على OX‏ 


تعريف . لتكن × مجموعة غير خالية » ولتكن 8=( ,9۸:8 × ) مجموعة من امجموعات الجزئية من × 


X= UB, (i) 

Wii)‏ تقاطم أي عنصرين من 4# يكون اتحادا pol‏ من 8: أي أنه إذا كانت :ھ8 و ,8 3 28 فثمة 
يجموعه L‏ محتواة 3 tut K‏ أن 

8,۸ B, = UB, 

حینئذ يقال إن 8 قاعدة مولدۃا'التبولوجیاعلی ×. 

ما dks‏ اتا كانت B‏ قاعدة سات لعلا he‏ ضہعة جج یگل JS‏ اة U‏ 
للامحادات الكيفية لعناصر B‏ تبولوجيا على ×. علاوة على «DUS‏ فإن 8 تشکل قاعدة مفتوحة ( /ا. 

(تسمى U‏ التبولوجياالمولدة بالقاعدة AB‏ 

البرهان 

() با أن ٭ هي اتحاد pole‏ الجموعة الجزئية الخالية من 8 ٠‏ فإن © 3 /)ء واستناداً على 
تعریف 8 ؛ فان 376 /). 

U Wid‏ مغلقة بالنسبة للاتحاد الكيفي : لأنه إذا كانت ×عائلة مرقمة ل 8ء وكانت ,نا -,8 لاء حيث 


: لكل 5 في مجموعة 25 فحينئل‎ cK مجموعة جزئية من‎ A, 


Generating base (1) 


The topology generated by the base B (r) 


û‏ مقدمة فى الٹبولوجیا 


UU =U (UB) 
وت‎ 5 Ls! 
= UB, 
إذن تالا3 نا‎ .UL.=L حصث‎ 
5 هم‎ ۶۴ 
تلظ ناد یت رس‎ RU, Cas E مغلقة بالنسبة للتقاطع النتھی : لأنه‎ U (iii) 


مجموعتان جزئيتان من ‘K‏ فحينيل : 


uN U, = (UB) NCU B 


8 NB, 


l. € L 
fe 
(ii) من #» استناداً على تعريف 8ء والبند‎ poll فھی )03 اتحاد‎ 

إذن U‏ تبولوجيا على X‏ 

من الجلى أن 8 قاعدة مفتوحة ٦ .)/ J‏ 

نعود الآن لتعريف فضاء الجداء. إذا أخذنا ال حموعة 2 =| UU,x..KU‏ مفتوحة في 
,م > ز > !] فنجد أنها مؤهلة لتوليد تبولوجيا على OV TX,‏ ×ح××.×× 3 8, ولأن ,8 مغلقة 
بالےة للتتاطم المنتهي . سن و Logics‏ الحداء هي التولوجيا المولدة بالقاعدة Be‏ 

باستخدام الاسقاطات الطبيعية XX,‏ :م, « > 1 > 1» فإنه يتسنى لنا إعطاء الخاصة التالية 
المميزة Apes Lm gg‏ ‘ وهي 

تعريف . إذا كانت كل من , لاو , 'اتبولوجيا على مجموعة × فيقال إن U,‏ أصغر من رل إذا كانت 
لا حتواة في dy .U,‏ هذه ا الةء يقال إن ,لا أكبر من ,لا 


۳ نظريه . لیکن × 7 فضاء جداء . حینئد: 


راسم ستمر؛ Sm‏ 1 > 1. 


Smaller )١( 


Larger (r) 


انشاء فضاء ات جل or 0 ly‏ 


(80) إذا كانت /ا تبولوجيا على الجداء الدیکارتی »× co‏ بحيث أن: 
N‏ 
x,‏ د P X‏ 
راسم مستمر 1818ء فان تبولوجيا cladl‏ آضفر من LU‏ 
البرهان 
(i)‏ إذا كانت الا مجموعة مفتوحة فى 7؛ حینئد: 
P PU =X, x...XX XU XX, XXX,‏ 
(فة) لتكن تا مجموعة مفتوحة في ,× ٢‏ > 1 > 1. با أن PsP,‏ رواسم مستمرة بالنسبة US‏ 
فیترٹب على ذلك أن PU AL. APU‏ جبوعة منتوحة ق 27+ استيادا إلى التطابقة: 
تالا ا SU‏ لظلا PUN...‏ 
ob‏ كل عنصر في القاعدة المولدة لتبولوجيا الجداء ينتمي إلى /]. با أن U‏ مغلقة بالنسبة MEW‏ 
الكيفي ؛ فيترتب على ذلك أن U‏ تحوي تبولوجيا الجداء. ٦‏ 
(ب) الحالة العامة: ل مجموعة غير خالية. 
J‏ البدء ؛ نذکر القارىء أن ا جداء الدیکارتیق x,‏ 4 للمحموعات ان ز23 آ هو حموعھ الرواسم : 


خ# لاه لل : * 
J J‏ 


بحيث أن (0× 3 إلاء ۷ ز3 [. في ضوء سلمة الاختيار (انظر المتطلبات والدلالات)ء فإن × 7 
فرغ گر lol Ale‏ الا سقاط الطبیعی: 


P7 گر‎ — X 


فهو الراسم 
(x)=x(i)‏ م2 ۷ × 3× 7 ہو ١ا‏ 3 ل. 
في ور سالا اللجداءات المنتهية » وباعتباز نظرية ٠۴١‏ فمن gall‏ تعريف فق الجداء قي 
الجالة العامة ء على النحو التالی: 
نعریش: ٹکو 1 جسوغة cle‏ ولیکن × bad‏ ٹبواوجیاء 1۷و 3. tise‏ ٹیولوجیا الجداء عن 


Of‏ مقدمة فى التبولوجیا 


0 U,N ... APA U, الشکلة من العناصر:‎ ‘Bo  ةدعاقلاب هي التبولوجيا /] المولدة‎ 7X, dc yas | 
NInclSi<ncJ3 j.¢ X, 5 مجموعه مفتوحه‎ U حيث‎ 

وفضاء الجداء × 7 هوالفضاء (/) ,1 7). 

: 

كي تتحمق من ان B‏ قاعدة مولدة لتسولو Lm‏ على b> Sls 7 X‏ ما يلي : 

TX )(‏ =× ۰ ۷ ز3 فهي إذن تنتمي إلى ,8. 

. للتقاطم المنتهي‎ dow مغلقة‎ B (ii) 

إن المنطتى الذي سيق لاإقامة البرهان على نظرية ٦,۳ء‏ یکن الاسترشاد به لبرهان: 

۷ نظرية. تبولوجيا الجداء هي أصغر تبولوجيا على الجداء الديكارتي 7X,‏ تكفل استمرار كل 

دلاله . | ذا کان X‏ فضاء (Leys‏ ول مجموعة غير نحا ليه 3 وعرفنا ‘X =X‏ ۷۳ ز3ر فرمز = steer‏ 
لفضاء الجداء × 7 Xp JL‏ 

(بصفة خاصة » إذا كانت »۸N=[‏ فالمجموعة XN‏ هي مجموعة المتواليات (») في AX‏ 


فما سقى من سد | الجزء 0 نتعرض ans‏ الخواص اٰامة لفضاء الحداء والاإسقاطات الطبيعية. وتتعلق 
ast‏ ,4 الاو : في هذا الصددء بهمة التحقق من إستمرار راسم سی ا فتحيل هذه 
المهمة إلى التثبت من إستمرار ]٥ء TDi WY‏ وهي ؛ في معظم الاحيان ؛ مهمة اسهل. 


۸ نظرية. لیکن TX,‏ ج ol, fix‏ من فضاء تبولوجي × إلى فضاء جداء ,× 7 . كي یکون ؟ 
ستمراً ء فيلزم ویکفی أن يكون الترکیب: 
۲ 


X——>X‏ 7 عله 
1 “7 1 3 [, 
البرهان. إذا كان ٤‏ مستسرا : فيترتب على Geri‏ ۷ وه,؟ أن ٠  ءرمتسم Poof‏ 31 [. 
لنعتبر العكس الآن» فنفرض أن ,80 مستمرء ۷ 1 9 [. نأخذ مجموعة مفتوحة GU‏ × 7 . إذا 
كانت [8-111-1» حيث U‏ مجموعة مفتوحة في OX‏ لعنصر ما 1 3 [» فحینئذ: 
1U)‏ م)اعدتااع 


= (P off'U, 


انناء فضاء ات hoe‏ يف ج 060 


| ان Pof‏ راسم مستمر ء فإن111-] تكون مفتوحة في ×. 


استقاذا عل الطاب 
A, AT A‏ ؛< رخ f(A )١‏ 


أيا كانت ال جموعتان الجزئيتان به و ره ف النطاق المرافق ل ۶ء وفى ضوء الفقرة السابقة » فإنه ينصح أن 
8 مجموعة مفتوحة في ء لكل 8 في القاعدة B‏ المولدة لتبولوجيا الجداء . 


Mel‏ ووفق نظرية ا جموعات : فإن: 


fi(UB)= Uf-'B 
L ¢ L 1 


.]3 من‎ { LIL B, } كانت | محموعة الجزئية‎ LI 
تکون مفتوحة في × كلما كانت لا مفتوحة فى‎ ٤ “MU استناداً على هذه المتطابقة وما سبق إثباته » فإن‎ 
][ . ےہ . من ثمء فإن ۴ راسم مسشمر‎ 


أما النظرية الثانية فتتعلق بالإسقاطات الطبيعية» وتنص على أنها رواسم مفتوحة. 


تعريف: إذا كان ۶ bel)‏ من فضاء تبولوجي × إلى فضاء تبولوجي ۷ء فيقال إن ۲ راسم مفتوع() 
(مغلق(')) إذا كانت MU)‏ مفتوحة (مغلقة) في لا كلا كانت تا مجموعة مفتوحة (مغلقة) في . 


۹ نظرية: لیکن × clas‏ جداء . حینئذ: 


0. TT, X > XK 


البرهان. إذا أخذنا «BIB‏ فهنالك مذ ١ء‏ و إل زوا زے أ ص«>٤>ا‏ >1 ومجموعات 
تاد تا يفيف آن: 
U,‏ ام (٥‏ لا ا2 = 8 و إلا مجموعة مفتوحة في 3 Is) col .1 Sk<n‏ کات 
fini [+‏ » فحينئذ PB‏ ديلاء حيث tej,‏ أما إذا كانت 21 (jek‏ فحینئذ 8, KX =P‏ من 
تم PB OG‏ مجموعة مفتوحة فىي: ×, 817 8,3 . 
Open Mapping (4)‏ 


Closed Mapping (؟)‎ 


05 مقدامة فى التبولوجیا 


7 3 8 7 وت‎ 
PUB) = UPB, 


لكل مجموعة جزئية إ ,8:ا ۴3 ) من فا من مء فان PU‏ مجموعة مفتوحة في ء كلا كانت نا 
مفتوحة في TX,‏ . إذن 2 راسم مفتوح٠0‏ 

لا بلاغ )6 يكون × + × Ps ٩‏ راس مغلقاء فلناخذ ء مثلاء الفضاء 82: إن ( A= ) xy=I(xy)‏ 
جموعة مغلقة فی 2ء بيد أن PA‏ = }0{ -8 غير مغلقة فی 88ء حيث إ١‏ الإسقاط الأول على 8. 





الشکل(۰۳ ,*) إسقاط طبيعي غير مغلق 


۴٣‏ انشاء محى ملا المربع(*) 

كي نسلط الضوء على أهمية clad‏ الجداءء فإننا نتولى في هذا الجزء مهمة إنشاء منحنى غامر من 
ئن و ہے المربع ۴ يدع سے gn‏ وتنا pat‏ ذكز»: في هذا الصذذء أنة غندما اننا سٹو 
سحجی Oy‏ المواصفات ف القرن ا ماضی « کان ذلك مثار الد هشه a‏ اوساط الرياضيين . فقد كان فی نقد یر 
الكثيرين منهم وقتئذ » أنه لا يوجد راسم ستمر وغامر من 1 إلى 1. أما الآن فهنالك أكثر من طريق 


(غ) هذا اللہ غير طب الفراسة Gl‏ فن الآجتراء. الآخرئ فى ASI‏ 


Peano )١( 


انثاء فضاغ ات حتلے يل م ov‏ 


للوصول إلى هد ه النتيجة . وقد آثرنا سلوك الطريق التا ی : اش معالمه هو یں فضاء كانتر clans C‏ 
عدد لا نہائی من صور الفضاء المتقطع 10,2 والذي نرمز له بالرمز 2. من ذاك المنطلق › نعرف را 
مستمرا وغامرا من ٤‏ إلى 1 وبتمديده خطياء نحصل على المنحنى الذي نرومه (انظر [12] لطريقة 
أخرى). 

تعريف . إذا أخذنا التبولوجیا المعتادة على مجموعة «CAS‏ فنطلق على هذا الفضاء إسم فضاء 
GW‏ ونرمز له أيضاً ب .٤‏ 

۳۰ نظرية. اذا كان: 


00 :2N چ‎ ‘é 


الراسم المعرف على النحو التالي: 


a‏ تد 
سے بے = (...ريهر a (a,‏ 
1 





فی" 


. تبولوجی‎ BIG » فحينلئذ‎ . 2" Gea, ۷ 

البرهان. 

a (i)‏ راسم تقابلی: 

في ضوء تعريف )؛: jal) © = nF,‏ الشانی : اخم ۳ ترق أنه کي تنتمي × 3 ر۴ 


>,2/3] /ا[0,1/3]ء فيلزم ويكفي أن يكون x J‏ ثيل فريد على النحو التالي: 


x 


1 
r‏ + ا حيث }3x‏ 0,2{ عو — > (Sr‏ 
سا 3 


ولكي تنتمي × إلى F,‏ فیلزم ويكفي أن يكون ها تثیل فريد على الصورة: 


Cantor space (1 1 


OA‏ بقيية فى الکولوحا 


x, xX, 
3 32 z 


و 1/32 > رع > 0 . وهكذاء Ob‏ انقاء x‏ إلى ,۴ يقتضي وجود تثیل فريد ا × على الصورة: 


XxX 1 
1 5-1 
3 = ee کے عله عله‎ + r 1 
3 3-1 - 


1> ووس‎ OS, > = 7 {0,2} 3X XK 


من ذلك نستنتج أن ×93 إذا وإذا فقط کان ها قثیل فريد كمتساسلة من النوع التالي: 


عر 

1 
uo | 

+ 
w |»‏ 
ایخ | بت 

+ 


حيث Ix‏ } 9,10,2مق3 .N‏ إذن a‏ راسم أحادى ples‏ . 


a استمرار‎ (ii) 
5 
2 ولتكن: ٢ے (5) ےت 2 یں‎ « 2N 35 =(S _,S,,...) تأشن‎ 





لنکن ‏ > 0. إذن يوجد عدد طبیعی m‏ بحيث أن: E>‏ 


إذا وضعنا U,‏ = ( ,وإ ...... ناد[ :٥إ‏ وأخذنا PU, 0... NPT, =U‏ حيث 27-2 م 
الا سقاط الطبيعي ؛ کک U‏ سرا ریخ ا 5 وتكون AS pat aU‏ النقاط : و ا کے صو فيك أن 


الات Sm s5‏ 1 ک1 یی 0,2(3) , “9 1 3 نم 


من ا جلی؛ إذن» أن: 


انشاء فضاءات حلي يه ق 0 


59 2 
موا‎ چ٢‎ > 2 wwe غ‎ 
m+! 3 


۷ (ن0ا)٭ » ما يبين أن (1) © محتواة في (٤+,٤-010).إذن C‏ ٭+-٦ ,2‏ راسم ستمر عند كل 


و 3 "2 


a! استمرار‎ | (iii) 

لنفرض dt ol‏ تقابل و "2ء كا في البند Gi)‏ لنأخذ ز 3 oN‏ ونأخذ الجوار المفتوح 1 [ Ps‏ 
رے at‏ ۱ ا_. ع .1 Zz‏ = 1 0 اق کے ذم 9 x‏ ب سم 
للنقطة 5. لیکن ة عددا Lm ge‏ اقل Sa‏ من ثم ؛ إدا كانت Teeny‏ لے و سمي إلى 
(۵+),ۂ ‘CO NM(t-‏ فحنئلد 


1 
<6 > 


3 3! 





raed - $ 
3 ١ ۱ لا‎ 1 
(*)..... ۱ م‎ = 





3+1 


ما يستلزم أن xs,‏ , ز > 1 >1. ذلك لأنه إذا فرضنا Yar‏ أن ء ج × لعدد ما بحیثٹ أن ز AZIZ‏ 
فليكن k‏ أصغر الاعداد : بحيث أن #5 ×. من of‏ فإن 








2 7 ts, 
3 
2 2 1 











3k 3k+1 1-1/3 





ما يتناقض مع (*). إذن یت tl SiS)‏ ومن ع: a (CN (t-56,t+8)) ov‏ مجموعه محنواة 3 
Ports, P=‏ 
إذا أخذنا الآن جواراً مفتوحاً نا للنقطة cs‏ من النوع: 
i‏ { .27 )۶2 د ١ ٤‏ 7 ۱ 7ا 


فئمة أعداد موجبة Byun,‏ بحيث أن )148 MCN,‏ » تكون عتواۃ في (S,)‏ 1٠ط‏ 
م > ¡ > 1. لتكن ة أصغر الأعداد 5....ة. إذن ((8+؛,ۃ8-۔)) a UCN‏ محتواة في [1. يترتب على ذلك 


ان at‏ مستمر عند كل Cat‏ 


۰ أن » تكافوٌ تبولوجی‎ did 9 على () و‎ GR 
. غير قابلة للعد‎ CS استنتاج. مجموعة‎ ١ 


البرهان. با أن "2 هي مجموعة المتواليات في )40,2 فإنها غير قابلة للعد. نظراً لوجود التقابل 


استناداً على نظرية ۰۱۰ والنظرية التالیةء يتضح أن © مكافيء تبولوجيا CoS‏ ¥ دوم 3 28. 
٣۲‏ نظريه. الراسم 
ایر اع اور م 
Ê (a, ,a,,..)=( (a, ,@,...),(a,,@,,-..))‏ 


5 تبولوجي‎ pls 3 2 3 (a, ,a,,..) 7 


البرهان. من الجلي أن 8 أحادي وغامرء وإذا Lab‏ نظرية ۳۸ء فيتضح أنه ومعكوسه راسمان 
مستمران. من م ء فن 8 BIS‏ تبولوجي. ن 


تعريف . يقال إن الفضاء التبولوجي ۷ صورة مستمرة ١‏ للفضاء التبولوجی × إذا كان هنالك راسم 
مستمر وغامر ۷ + LX‏ 


سوف سين أن المربع I?‏ صورة مسمرت | . 


cl les ه ×:] راسما مستمرا‎ ٠١ فضاءات تبولوجیة . لیکن‎ Y, و‎ 9X, 9X, مهد . لشکن‎ TT 
: فإن الراسم‎ dita .2,1< 1 


1 x f,:X xX, لا جه‎ 
7 xf, (x, ۲اد لہ‎ (x) »f,(x,)) 


البرهان. بالنظر إلى الشکل الإبدالي: 


Continuous image ۱ ١ 


انٰشاء فضاءات حجن يذاه ٦‏ 








حسث ۲ و ٥,‏ الاسقاطان الطسسان : 1> 21 ووفی نظرية . ۳۰۸ فان f Xf,‏ راسم مسثمر . 


من الواضح أن ٤×٤,‏ راسم غامر. ‏ 





اجب :1 
البرهان 
الخطوة الاولى: لنعتبر الراسم: 
]مہ "2 :¥ 
۴ ثت ۱ 
Y (a,,a,,.-J= : en‏ 


۷...,صھ) 3 "2. بالاإمكان إثبات استمرار ٦‏ بنطق شبيه GUL‏ سيق لبرهان استمرار » في 
نظطرية ١‏ ۴ : 
علاوة على ذلك. إذا كانت dx‏ 1 ھا المفكوك MY GES!‏ 


x‏ تح 


N3iVY, 101 [3× حيث‎ x= 2 — 


. ple يس اف راسم‎ le ‘X= V(2X, میا2‎ Ad 


الخطوة الثانية: )13 اعتبرنا OV‏ التركيب © التا ی: 


The dyadic expansion ۱ 72 


i Moai ٦‏ لی جا 
ye 5‏ [- 
وج ٢ت an‏ ٭و لے و کک 
تعریف. إذا كانت [ab]‏ فترة مغلقة » وعرفنا c=fla)‏ 13ء و (4-56 3 1ء فالممدد الخطى () ۶( ؟ 
على [a,b]‏ هو الدالة المستمرة: 
F :[a,b] + 8‏ 
Fat+t(b—a)) =c+t(d-c)‏ , 1 > > 0 
۳۱۹۰۵ نظریه (نظرية Agia‏ ۳ راسم — cr ples‏ الفترة 1 21 المربع If‏ 
البرهان. لتكن , : و رآ الدالتين المركبتين للراسم CP‏ أى أن : 
C 3x V ,۴ (x) = (7 6۵0 ,t ,)0(‏ 
ندد كلا من ,> و Leet‏ على الفترات ا 11ے ,لاق ,1 فنحضل على 
راسمين مستمرین 1 > ]: رر Yi‏ ۱ 
بحیث أن +٤۴ =t‏ آي 3 OV pad‏ الراسم: 
غرم ۲:٢‏ 
الذي له الدالتان المركبتان ,م و ر« .با أن ۲۱۷٥ء‏ ٢ء‏ إذن م راسم غامر. علاوة على ذلك: 
٤-فضاءات‏ المطابقه 
إذا أخذنا قطعة من السلك الرفيعء ثم ثنيناها حتی يلتقى طرفاهاء فإننا نحصل على شكل مكافيء 
للدائرة !8 كذلك إذا كانت لدينا قطعة من الورق عل شکل ستطيل: leds‏ إلى أن يلتصى ضلعان 


متقابلان منها » فتكون لنا اسطوانة دائرية. بإجراء عملية مشاببة على الاسطوانة ء فإنه يتسنى لنا تحويلها 
إلى طار۲(8) وهي شكل السطح الخار جي لإطار السسارة. 


The linear extension ( ١ ) 


Torus ( r) 


VV فضاءات جديدة‎ «lol 





الشكل )٠,۰٣[(‏ أمثلة لفضاءات مطابقة 


فى كل من ole‏ اغالات ؛ آغذٹا فشاء ترلوجیا: وأجرینا عليه کیا حن تطابقت جشی نتقاط 
فحصلنا على فضاء تبولوجي حديد . تلك هي الفكرة ا لحد سية وراء الأسلوب الثالث لا ستحداث فضاءات 
جديدة سمى col plas‏ المطابقة أو فضاءات حاصل القسمة. 


في السطور التالية » نقدم هذا الموضوع في قالب رياضي : 


شی X QS‏ نشار کر لاء Sy‏ ٭ صوعة قير ASS‏ واكم ۽ ج يو ely‏ غاا 
تبولوجيا حاصل القسمة pad) ٠‏ ت .ح .ق.) على ۷ الناشئة عن ۲ هي التبولوجیا: 


| 2۷:۷ ۷, ۶۱۷ مجموعة مفتوحة في × ) . وفضاء حاصل القسمة ") (يختصر ف .ح .ق .) الناشيء 
عن ] هو الفضاء AY, FV)‏ 


5 اللي 2 
لنتحقق من أن تُعرف تبولوجياً على ۷ 


The quotient topology ( \) 


The quotient space (؟)‎ 


14 مقدمة فی التبولوجیا 


أولاً: ما أن © 1- عم = © و ۱۷ = ×ء إذن ٭ و38 /. 


ura V تتطابق مع | جموعة‎ ۹ ri Vv) أن‎ 21 | Jess (J إذا کانت 8 ۷لکل زق مجموعة‎ Lt 
VIUV ob المقتوسة في 5۴ء سيت‎ 

ثالثاً: إذا كانت ,3۷,...,۷ ۷ء حينذ فإنر Ay‏ ام = ۷ Met‏ فهي إذن مجموعة مفتوحة في ×» ما 
یستلزم أن VAY,‏ 

من الجلى أن ت. ح. ق. على ۲ الناشئة عن ۶ء ھی أكبر تبولوجيا على لا بحيث يكون ۷ + ×: ؟ 
مستمرا. 


تعريف. إذا كان ۶ راسما غامرا من فضاء تبولوجی × إلى فضاء آخر ۷ء فیقال إن ؟ راسم role‏ 
قسمة!''(ر .ح .ق .) إذا كانت التبولوجيا المعطاة على ۷ تتطابق مع ت .ح .ق . الناشئة عن ؟. 

من السهل إقامة البرهان على IG‏ الدعاوي التالية بالنسبة لراسم f: -+ ۷ ple‏ - 

Gory ٤ :× أ. لاه‎ 

ب. OSG‏ ۷ مجموعة مفتوحة فى ۷ إذا وإذا فقط كانت 1۷ مجموعة مفتوحة فى ×. 

ج OSG.‏ ۷ مجموعة مغلقة فى ۷ إذا وإذا فقط كانت ٦۷‏ ۴ مجموعة مغلقة فى ×. 

57 مثال. كل BIS‏ تبولوجي هو ر.ح.ق. في الحقيقة» كل راسم مستمر وغامرء ومفتوح أو 
مغلق؛ هو ر .ح .ق . 

۷ مثال. اذا كانت ۷ الاسطوانة: 

ا٤ج‎ <1, + y =1 لاع (ہیں:‎ 
حنئد لاه ۶:4 حيث:‎ 
f (x,y) = (cos 2 T x , sin 2 x,y) 

ر.ح.ق. 

الآن نبين كيف أن وجود علاقة BIG‏ على clad‏ تبولوجي يودي إلى تعريف تبولوجيا على مجموعة 
فصول التكافوٌ. 


تعریف. لیکن × clas‏ تبولوجياء و - علاقة تكافوٌ على المجموعة eX‏ وليكن ر ,×+ VX‏ 


Quotient map (y) 


انشاء فضاءات عحد يل م 1۵ 


الراسم الطبيعي . حینئذ يطلق على ف .ح .ق . الناشیء عر 1 اسم فضاء المطابقة!١')‏ المعرف لے ہہ 
من مء OSS U Ob‏ مجموعة مفتوحة فى clad‏ المطابقة _/ × إذا وإذا فقط كان اتحاد فصول 
PIG‏ الى تشكل تا جموعة مفتوحة في ×. 
دلالة . لیکن × فضاء تبولوجياء وھ مجموعة جزئية من . لتكن نہ علاقة التكافوٌ على × التي ها 


فصول التكافوٌ: A‏ وا ۴× /, پ×و are AT‏ يرمز clad‏ المطابقة م_/×۶م+ م/*. 


ملاحظة . تعود التسمية « فضاء المطابقة » إلى أنه إذا کان لدينا فضاء تبولوجی ×» وعلاقة IS‏ 
abe >‏ ففضاء المطابقة X/_‏ قد انبثق في تصورنا عن الفضاء × باعتبار كل النقاط GN‏ تشكل 
تصل ٹکائڑ واحب. قاطا متطابقة : تناكل كتقطة رة 

oY مكافىء فواسييا 1 وی‎ 0 > eT الفضاء العتاد‎ bis | مثال . اذا‎ ۳٣,۱۸ 


f: إدها/!‎ $1 


1/19.) 9ا9‎ , fx) = (cos 2T s , sin 2T 9( 


تقابل مستمر ؛ له معكوس مستمر . 
ریف لتکن ± علاقة pt‏ التالىة فل loix~y:s"‏ كانت y9xV,x=ty‏ 3". یدعی 
فضاء الطابقة eladiss/.‏ الاسقاطي pn‏ , 


فما يفي » نورد بعض خواص رواسم حاصل القسمة. وأولى هذه الخواص تتعلق باستمرار الراسم الذي 
يكون نطاقه ف.ح .ق . 


۳,۹ نظريه. لیکن لا+-<:؛ ر .ح .ق . إذا كان 2 فضاء تبولوجیاء و 2 + 8:۷ راسماء فلکی يكون 
g‏ مستمرا فإنه یلزم ويكفي ان يكون 7 + <: 801 مستمرا. 
البرهان. با أن ۲ ر. ح. ق.ء فإنه راسم مستمر . من CA‏ إذا كان ع مستمراء حینئذ فإن got‏ راسم 


فق ال أ pels‏ سی فق لا ager‏ ی از لاا tet‏ وای ي 
×. ما أن ۴ ر.ح.ق. إذن #10 مفتوحة في ۷ . من ثم 2 فان ۾ راسم مستمر. ل 


Identification space )١( 


The projective space (٢) 


11> عة ق التبواوسي 





الشكل )0-,¥( ps‏ استمرار مم و 801 


LI‏ الخاصة ASU)‏ فتتعلق بالسؤال: متى يكون جداء راسمی حاصل قسمة راسم حاصل قسمة؟ 


: و ا راسمىن مضو حن أو مغلقن‎ f مہ ا ارح یے :2,11 و کان‎ ٣ نظرية. إدا کان‎ ٣,۳٠۰ 


0 


قحب ا 


1 x f,:X, xX, قور هسب‎ XY, 


3 گا 


البرھان. نثبت النظرية باعتبار أن ,؟ fy‏ مفتوحان. وفق نظرية ۳,۸ » فإن Fx,‏ راسم ستمر: 
اذن US‏ كانت ۷ مفتوحه في ×٤۷ OF CY, XY,‏ ]) تكون مفتوحة فى XXX,‏ 

لنفترض الان ان ۸ حموعة جزشة من CAF ۷ XY,‏ أن 8= ۲۱۸,] (fx‏ مفتوحة ف ,×× ×. استنادا 
عل تعریف تبولوجيا الحداء > فثمه تشل ا 8 على النحو التالى: B=UU;xV,‏ حصث U‏ مغنو 9X, 3 A>‏ 
۷ مفتوحة في رلا Vie‏ [ 3 [. با ان gf,‏ را مفتوحان « Of‏ ۷ر٤‏ × نا ,]لا = (8) (f, xf,)‏ محموعة مفتوحة فى 


.۷ راسم غامرء ما يترتب عليه أن ۸ مفتوحة فى‎ xf, لان‎ 4) xf) B)OI-Y, XY, 


نترك للطالب مهمة إثبات النظرية عندما يكون ۲ و ,۴ مغلقين. ل 


والخاصة الثالثة هي أن تركيب راسمی حاصل قسمة يكون ر.ح.ق. 


انثاء فضاءات جديدة 1Y‏ 


۱ ۳ نظريه . اذا کان کل من Y‏ — 6و 2 + BY‏ ر.ح .ق .۰ Aas‏ 801 رح یا 
البرھان. با أن 8 ر.ح .ق.ء إذن W OSG‏ مفتوحة في 2 إذا وإذا فقط كانت BIW‏ مفتوحة في LY‏ 
الآن ۲ lal‏ ر.ح.ق.» مما يترتب عليه أن Btw‏ تكون مفتوحة في الفضاء ۷ إذا وإذا فقط كانت 


(۱۷ع)اع = )0'W‏ مفتوحة لي ×. إذن 807 ر .ح .ق . تا 


1۸ مقدمة في التبولوجیا 


تمارين )۳( 

الجزہ الثانى 

\_ بين أنه اذا كانت 8 قاعدة لفضاء تبولوجي لاو لاحب tus ll EX‏ أن 1-۱8 جموعة مفتوحة فی 
6ع پا 8 3ق فحسئد يقيق ٣‏ را (eur‏ 

وس اوت al‏ مجموعة المستطيلات النصف مفتوحة - مغلقة: (a,b) x(c,d)‏ تشكل قاعدة مولدة لتبولوجيا 
على .R‏ بين ]5 کل عنصر من هذه القاعدة هو جموعه مفتوحه ومغلقة 3 الفضاء المولد. 

ےی بر هن انه دا کان x.‏ فضاء هاوسدورف › لكل زفي جموعه iJ‏ فحنئد يكون فضاء | x. clad‏ ۳ 
فضاء هاو سدورف . 

د 9X OW LJ lol‏ اتشان قایلن pea‏ اتی قط clad slad OF‏ جع ايل اس 
المٹری . 

0 - بین أنه إذا كانت 1 جموعة ماء و F‏ جموعة مغلقة في فضاء تبولوجي ×ء ۷ [ 9 [› فحينئذ ۴ ٣‏ 
مجموعة مغلقة في TX,‏ 

5 - لیکن hx,‏ فضاء جداء . isl)‏ ه 3 TX,‏ ولنضع 

| عدا وا مد تی منها‎ bed لكل عناصر‎ (=x): '" X,3 x | oe 


PY X=X, اثبت ان‎ 


al 


#ح عق أنه إذا کان TX,‏ و لا" فضاءي جداءء بحيث أن × مكافيء تبولوجيا ل ۷ء ¥ زول 
فعندئد × ۴و الا ۴ فضاءان متكافئان. 
الجزء الثالث 
پا مے bh dee‏ الفضاء لا صورة مستمرة للفضاء × فى كل من الحالات التالية: 
[=X (i)‏ , ۱۳۶-۷ 
I"=Y , S'=X (ii)‏ 


(3 »n)S'x...xS!=yY, i= X(iD 


انشاء فضاءات جحد يل ه 5 


ا جن بين أن "© مكافىء | 7 NIngm ,C"‏ 


)1( (0)ء ورد -(0,1) و ,۸ء‎ =A, 
.) به‎ A, A) لنکن - علاقة التكافوٌ على 1 المعرفة بالتجزيء‎ 
GAM بين أن -/1 غير قابل للتعبير‎ 
اثبت أن فضاء المطابقة ,,1 حيث 4 - [0, 1 ,1 ) مكافيء تبولوجيا لاتحاد الدائرتين:‎ -۱ 
(x+1P+y =1 4م +12 -ر) و‎ - 


۴ ات بين ol‏ القضاء الأسقاطى oS PH‏ تبولوجيا S'S‏ 


0 -۔ يوق Dy ol‏ ا ترليجيا J‏ اد می تر جين Bye 8? Ol‏ سر[ @1 9 Ci)‏ 





اس 


الات ال 


Connectedness 


مقدمه 

يتعلق هذا الفصل بدراسة خاصة تبولوجية تعرف بالاتصال. وتصورنا الحدسي للفضاء التبولوجی 
التصل؛ أنه الشكل المهندسي الذي يتكون من « قطعة » واحدة فقطء ففی حين أن الفضاء 1 فضاء 
متصلء فعلى العكس من ذلك الفضاء [3,4] نا [1,2]. 

أما التعريف الرياضي للفضاء المتصل فهو الفضاء × الذي یستوفی الشرط التالى: 

لا توجد مجموعتان لا و ۷ غير خاليتن بحىث: 

() لا و ۷ مفتوحتان 3 × 

۾ X=UUV GD‏ و ][)١ V‏ - ب 

على هذا الأساس» سوف نبين أن مجموعة الفضاءات ا جزئیة المتصلة في ۸ تتطابق مع مجموعة 
Ol pal!‏ في R‏ 

وتقود هذه الدراسة إلى عدة تطسقات: 

: تعميم ذظرية القيمة الوسطی!'' على النحو التالى‎ )١( 

إذا كانت ۴ Ma‏ مستمرة على فضاء متصل ۶+ وھو تا 9 ×>وX‏ و #بحيت أن f(b)‏ ل >(2)0, 
فحينئذ توجد Cut × 9x‏ أن 00=۸ا. 

(؟) نظرية النقطة الثابتة لبراور!'! في البعد :١‏ إذا کان DD!‏ راسا مستمراء حينئذ هنالك 
نقطة ثابتة ل ۲ء أي توجد ‏ 9 '2 بحيث أن ×=0). 


Intermediate value theorem (4) 


Brouwer ( 2 


1 


YT‏ مقدمة فى التبولوجیا 


dy hs ]۶(‏ وسا — آل فى آلید ؟: 1B)‏ كان ماوع رامنا ستسراء اث عو 'و يك أن 
f(x) = fx)‏ 


وجدير بالذکر : أن الصيغة الماثلة في البعد ه لكل من النظريتين السابقتين صحیحةء إلا أن إقامة 
ole yl‏ علها Clas‏ آدوات آقل ably‏ ولوق pg‏ باثیات cy ped!‏ فى البعد 2 باستشداع اة 
اشامت اق الفضل التَاف 

وبالاضافة للاتصال؛ فسوف نتطرق أيضا في هذا الفصل لموضوع الاتصال بالمسارات . 


١‏ الفضاءات المتصله 


تعريف. لیکن × فضاء تبولوجیاء و لا و ۷ مجموعتین مفتوحتين في ×» غير خاليتين . يقال إن الزوج 
(۷ ر )فصلل × إذا كان اتحاد لاو ۷ يساوي خا و لا و ۷لا يتقاطعان . يقال إن × clad‏ متصل"' 
إذا لم يكن هنالك فصل له. 


من ثم » فلكي يكون × فضاء متصلا فيلزم ويكفي ان لا توجد مجموعة مفتوحة ومغلقة معا في × ما 
عدا X‏ و م . 


(ندع مهمة الاثبات للطالب). 


1 كال )13 Gasol‏ و EY‏ عد و اعا ق جا الجا ااج اء تمد أن plied X‏ 
سے egal 13) oY‏ ا أن تو 16 سل cX‏ فيا أن اس cde pay‏ نان Saget V‏ 
int sige‏ عقايةء ols‏ تا أيضًا جموعة ةه غا ریفکت عليه أن 3 ined.‏ منتهمة . 


٣‏ مثال. کل فضاء لامتقطع هو فضاء متصل. 


OY! Guy‏ إلى تحدید الفضاءات الجزئية المتصلة من 8ء وبذلك نهد الطريق للتطبيقات التي تقدم 
ذكرها فى المقدمة. 


Borsuk-U lam ۱ 2 
separation | 2 


Connected | ۳) 


vr الاتضال‎ 


متصله © في × إذا كان الفضاء A Spt!‏ متصلا. 

إذا كانت A‏ مجموعة جزئية غير خالية من CR‏ فتسمى فترة إذا كانت تستوفی الشرط التالى : 

ا گان Ul CHA DD ga‏ دحك واا گان Lite louse‏ هيك أن زط عن هوم عد نات 
ت 4 هھ 

۸ متصلة في‎ A فالشرط اللازم والكافي كي تكون‎ ٠۸ مجموعة جزئية من‎ A نظریة. إذا كانت‎ ٤ 
.3 أن تكون ۸ فترة فی‎ 

البرهان 

Yogi‏ تطرض Lat A Ol‏ ق اء لقيش Yor‏ أن com A‏ فترۃ۔ اذن توجند أعداه حققه 3 وطو 
بحیث أن ط>> »> ه» و da‏ ۸9ء أماء فتنتمی إلى متممة ۸. يترتب على EUS‏ أن (-m,0)‏ 0 ه - نا و 
(,ع) 0 ۷۶۸ يشكلان فصلا clad‏ الجزلی ۸ء مما يتناقض مع افٹراضتا أن clas a‏ متصل. إذن لا بد 
إن A OSS‏ ختزة . 

IG‏ قرض Yu> il) BS A Gl‏ أن A‏ غير متصلة في 8. إذن مة فصل(ن , 7) للفضاء ال زی 
۸ء تار نقطة da‏ ۴ و GD‏ 6+ ونفرشن: Oyo‏ ساس بالعموسيةء أن b> a‏ استناۃا غل تغریق 
التبولوجيا النسبية» وبا أن ۴ مغلقة فی 6-۸-8(۸)ء فثمة مجموعة F‏ مغلقة في ۸ بحيث أن ,017 ۴=۸. 
ما أن A‏ کرٹ ادن حا و 3 محتواة CA a‏ ولذا فان : 

[a,b] )١ F= [a,b] ) (ANF) 
= (la, bl N AN F, 
= [a,b] N F, 

ما يترتب عليه أن ۴ )١‏ [ط ]٥,‏ مغلقة في . من ثم » Ob‏ © -حعا ۴ ۸ [ط,ھ] تنتمي إلى ۴ la DIN‏ فھی إذن 
لا eee‏ إلى . من ناحيه خرف فإن (c,b]‏ محسواة في 6ء و 6 مغلقة فى ۸ء le‏ یستلزم AS!‏ © إلى .G‏ 
دن افتراضنا ان ۸ غير متصله يؤدى إلى تناقض: ومن م Ol‏ کل فارة تكون متصله ۲ 3۴.-0] 

إذا كانت ۶ dol‏ ما Gas‏ بالفضاءات التبولوجية ؛ فیقال إا خاصة تبولوجية"! إذا استوفت 
الشرط التا ی: 


Connected subset ( \) 


topological property ( ۴ُ) 


Vi‏ مقدمة في السولوجيا 


| دا كان × Logg clas‏ یمم بالخاصة daca ¢P‏ فان کل فضاء مکافیء تولو جا xX J‏ ينه 
Ps‏ 

يتبين مما يلي أن الاتصال خاصة تبولوجية . 

bi ٥‏ كل صورة مستمرة لفضاء متصل هي فضاء متصل. 
لنفرض Yue‏ أن هنالك فصل J(U, V)‏ ل. يترتب على ذلك؛ أن (۶۱۷ و eX ! had 'U‏ يتناقض 
مع افتراضنا أن × clas‏ متصل . clas Y Os!‏ تصل.۔تا 

7 مشثال. S!‏ صورة مستمرة OXI J‏ کو1 حيث ا + 2هاو و ٤, f=(cos2 mt‏ 13 راسم 
مسمر وغامر. إذن 9 فضاء منتصل (نظریة 4-,£ 45:05( 

۷ استنتاج . الاتصال خاصة تبولوجية . 

Jt‏ سة البيفان de‏ عات الال 

۸ استنتاج . إذا كان × فضاء تبولوجيا قابلا للعد ومتصلاء حینئذ لا يكون × نطاقا لدالة مستمرة 
غر tS‏ 

البرهان . لتكن ؟ دالة مستمرة على . وف نظرية ٤, ٤‏ » فإن 0X)‏ مجموعة جزئية متصلة من ۸. إذن 
0 فترة في ۸ (نظرية 4,.5). با أن × مجموعة قابلة للعدء OF‏ 850 قابلة للعدء من ثم » OB‏ (×) تحوي 
نقطة واحدة» ای أن ۶ دالة ناجتا:. 4 
للعد ¢ وكذلك فضاء المتسية المنسهية a .Q‏ أن شده الفضاءات جععا غير هاوسدورف. فهل یوجد فضاء 
هاوسدورف » قابل للعد ومتصل؟ الاجابة: نعم ء فقد Col‏ قولب (۱۹۵۹م) تبولوجيا U‏ على مجموعة 
(انظر [9] ص 129). 
؟"- تطبيقات 

يتعلق هذا الجزء بالتطبيقات التی أشرنا إليها آنفاً. والتطبيق الأول تعمم لنظرية القيمة الوسطى ؛ 
والتي تنص على ما يلي: إذا كانت ؟ دالة مستمرة على فترة مغلقة clad]‏ وإذا كان A‏ عددا حقيقيا يقع 
بين fla)‏ و f(b)‏ فثمة ×3 Gus [ab]‏ أن f= A‏ 


Golomb (1) 


YO الاتصال‎ 


۹ نظرية. لیکن × clas‏ تبولوجيا متصلا ء ولتكن 8 عه 6 دالة مستمرة. لنکن ,لاو × و CX‏ 
ولیکن ۸ عددا حقیقیاً بحيث أن Me)‏ > ۸ >(×۴. حينئذ توجد ×9 × بحيث أن ۸ -10. 


البرهان. وفق نظریق Ob choy Hf‏ 100 فترة في ۸. با أن بح )1 3 AX)‏ و 
(ي<)1؟ >2 >80)]: إذن< 3 )1. لا 

٠‏ نظرية (نظریة النقطة الثابتة لبراور في البعد .)(١‏ إذا كان '2 م AD!‏ راسا مستمراء 
فحينئذ dc‏ نقطة ثابتة ×( ۲. (أى أن (f(x)=x‏ 

(القرص المفلق '2 = [1 ,1-]) 

,.۴ تابعة لى‎ they أو‎ -) tee cf) =) gl 5زم‎ = - ١ گان‎ 13) ola 

اش Ol‏ د فى ١ gf)‏ 404 يترتب de‏ ذلك أن کے زراہ و 10-41 بجر Ul‏ 
8 هه g:D'‏ حسث ,g(x)=f(x)-x‏ پا k .D'3 x‏ نا0 فضاء متصل (نظرية 4 ): و 1(<0-)8 و 
9ءء Jiu‏ مة × 5'3 بحيث 1چ 0 ماق أى 2 Û .f(x)=x‏ 

Aue دالة. سکی۳ڈء‎ 138" +R إذا كانت‎ .))©١ نظرية (نظرية بورسك - الم 3 البعد‎ ١ 
. f) = f)=×( حيث أن‎ SIX doy 

البرهان. لتكن ‏ النقطة )31,0 '5. إذا كانت «fla)=f(-a)‏ فناخذ ×=ه.. 


لنفرض أن (ه-)1 ۴ fa)‏ لنعتبر الدالة 8 مه '5:ج حيث («-)200-100-1 x,‏ 3 '5. لنلاحظ أن 
۾ دالة مستمرةء suse ls‏ العددين gla)‏ و (-)ع موجب والاخر سالب . عا | 1 clas‏ متصل (مثال 
٦ء‏ فيترتب على نظرية 6,4 أن هنالك x‏ د !8 بحيث أن 0= «»)عء أي أن -)10-1. 0 


٣۳‏ استحداث فضاءات متصله 


3 هذا الصدد: لسحث ثلانه اتال لا نشاء فضاءات متصلة جديدة. واا مان الأول يهوم على 
أخذ اتحاد فضاءات جزئیة متصلة ما تقاطع غير خال. 


مرقمة [. لیکن JEN A,‏ خال. حینئذ UA, Ob‏ مجموعة جزشية متصلة. 


The Brouwer fixed point theorem in dim. | (\) 


The Borsuk-Ulam theorem in dim. | ( 2 


۷٦‏ مقدمة ف الولو جا 


البرهان. لنفرض جدلا أن (۷ و نا) يشكل فصلا للفضاء Ya, Gol‏ إذن ٠‏ ز bla‏ أن ۸لا 
تقاطع نااولا iV ab lis‏ والا لكان (۷ اھر 1 (A.‏ فصلا للفضاء المتصل بلق . يترتب على ذلك › ان 
A,‏ محتواة في لااو یق ۷/,۷ز 13. بما ان ۸ غير خال ؛ Lb‏ ان UA,‏ حتواة في لااو في لاء ۴ يتناقض 
مع افتراضنا ان (۷ , (U‏ فصل [ UA,‏ إذن 4 لافضاء >35 متصل من ×. لا 

کس 91 النظرية : نبين أن ۶ و $ فضاءان متصلان . 

٣۳‏ مثال. ۴۸ clad‏ متصل: ا × 3 ۸» نعرف: 


A, =Rx {0} U{x}xR 


ما أن كلا سن «Rx {o}‏ و {x}xR‏ مكافىء تبولوجيا J‏ :2 من ثم فكلاه) فضاء Or‏ متصل سن ۸R”‏ . 
الان {x}xR abla: Rx{0}‏ إذن A‏ فضاء جز متصل من CR?‏ وفق نظرية ؟١١,1.‏ با ان 
٭ ع A,‏ ءفاستنادا على نفس النظرية › R=UA, Ob‏ فضاء متصل. 





الشكل(١.,:)‏ *8 فضاء تصل 


4 : (القطب الشما ی)‎ a=(0,0,1) ذلك . لنأخذ‎ ols! متصل: من أجل‎ clas 52 مثال.‎ ٤ 
82ء بالاسقاط الحسامی(ء وهو‎ J ,4ء و (ه-) -52-ي,4. لنلاحظ أن ,4 مكافىء تبولوجيا‎ =5*- {a} 
مع المستقم الذي يمر بالنقطتين 2 و س‎ xy نقطة تقاطع المستوق‎ JIA Iw الراسم ۴ الذي يرسل‎ 
معرف محليليا على النحو التا ی:‎ ۴:4 — ۴ ol من‎ gic! Sell ا من‎ JC) 


Stereographic 77 \) 


VV الإتصال‎ 





A, 3 (x, y,2 V,f x,y, 2 = (x, y) 


بحجة ماثلةء فان A,‏ مكافىء أيضا ( 82. من ثم » فكل من ,4 و ۸ فضاء متصل (نظرية .)٥:٤‏ استنادا 
الى نظرية ٤,۱۲‏ » فان S?‏ فضاء متصل. 





٥:٤٤ I!‏ ) الاسقاط امحامی 


فضي الآن إلى الأسلوب الثاني » الذي يقوم على أخذ لصاقة فضاء جز متصل. وف ال حقیقة: 
سك ol‏ ۸ 8ع ىا فعندئد 8 مجموعة متصلة فى X‏ 
البرهان . لتفرض Yor‏ أن (۷,تا)فضل للفضاء الجزق 8. با أن A‏ جموعة متضلة ؛ فاما أن A‏ عتواة 


في لا او في . لنفرض ان ۸ محتواة في لا. استنادا على تعريف الفضاء الجزثي » فهنالك مجموعة مغلقة ,نا 
في × بحیٹ ان .U=BNU,‏ إذن: 





BN U, 
1 
n 


e cic 


ACB 
cB 
CA 


۷۸ مقدمة فی النبولوجیا 


(اللصاقة هنا تؤخذ بالنسبة للفضاء (XK‏ ما يعنى أن A‏ محتواة في ,لاء ومن ثم ء فإن 8 محتواة في ,لآ إذن 
)١ U, =U‏ 8عهء ما يتناقض مع (U,V) Ol lal sal‏ فصل J‏ 8. إذن 8 مجموعة متصلة فى ×٭.ل] 

لمعل المنظق oil‏ مقار ق ال +5 : Labs‏ أن ج أت جداء أشامن صلیع فقا 
متصل» ومن ثم » Ob‏ جداء أي عدد منته من الفضاءات المتصلة يكون متصلا. OF‏ نبیّن أن كل جداء 
لفضاء ات متصلة يكون clas‏ متصلاء ومن هناء فإنه يكون لا wal‏ ثالث فى استحداث الفضاءات 
المتصلة . 

تعريف . إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي EX‏ فإن ۸ كثيفة!'! في × إذا كانت لصاقة A‏ 
نساوی .9 

7 . تمهيد . لیکن X=TX,‏ فضاء جداء . لتكن ه نقطة ثابتة في ×ء و نقطة ثابتة في ل. حینئذ: 


(أ) x,‏ مكافىء تبولوجيا Stl clad‏ ۸ من × حيث 
(i #k,x@M=a@:X39x}=A‏ 


(ب) المجموعة × = | × 3 × : (() ه = (ۋ) × لكل pole‏ [ ما عدا ددا Lowe‏ فخا : 
كثيفة في x‏ 


اںرھان: 


کل سر 


: ج ,× :۶ على النحو التالى‎ A نعرف‎ )١( 


` a) ji # عا‎ 
نمم‎ | 


x j= k 


۱۷ 3 × استنادا على ذظرية iT, A‏ فإن f‏ راسم مستمر ؛ وعلاوة على ذلك › فمن الجلى أن ممصور Pe‏ 


(ب) كي نثبت أن ,× كثيفة في ex‏ يكفي أن نبیّن أن كل 8 تنتمي إلى القاعدة المعتادة ,8 لتبولوجيا 
الجداء على ×ء تقاطع ,×. لتكن N ۶۰۱۵ =B‏ ...رتا Pj‏ 89 غنختار نقطة رط في رلا ,سه كدعا > 1ء 
ونعرف 2 3 × على النحو التالي: 


Dense (4) 


v4 الاتضال‎ 


8 + j 
١ @) = y 
3 1 = 


حینئذ فان ر 3 BNX‏ 

۷ نظرية. إذا کان X=TX‏ جداء فضاءات متصلة» حينئذ يكون × متصلا. 

البرهان. فی ضوء نظرية 5,١0‏ وقھید ٤,١١‏ ء فإنه ral PR‏ لع آ۵ × مجموعة متصلة في )27 
لنقطة ما ۾ فى . من أجل ذلك» نستخدم الاستقراء الرياضي على النحو التالي: 

«N 3 n /‏ نعرف | مجموعة : 
JUx@=aQ:x9 x} =x"‏ عناصر 1 ما عدا gin‏ أقل من تلك العناصر إ . 

Tien الان‎ 

(i‏ 1× مجموعة متصلة فی : لنفرض أن × 3 × من cf‏ فهنالك ۴ 3 ذ بحيث أن ()ه-(0) ,ا ± ز. 
استنادا على تمهيد ٥:٤١‏ ء فالفضاء الجزئی ( dy‏ :(0ه-(0د,ط ٭ ز) =4 من × مكافىء تبولوجیا 
گت ومن ثم فهو متصل . الان ,4= يلا و ١۸‏ يحوي 8. دن x!‏ جموعه جره متصلة 3 5 

Xx x 

.)٤, ١١ (نظریة‎ 

Gi‏ 131 كانت "× جموعة متصلة فى ,د > 1ء فهذا يستلزم أن X19‏ متصلة في ×. کی نثبت هذه 
الدعوى » نفرض أن ال a‏ إذن هنالك ل1331 ميث j,,b@)=a()) ai‏ # ز AS k& n+l,‏ 
نعرف » 3 SX"‏ بلی: (0)م-(0» ,بل ± 1 و(,0ه-(,0ه. نلاحظ أن طاو Fe‏ /<؛ و Fe ga‏ ×. با أن 
5و ا مجموعتان متصلتان فى X‏ « وتتقاطعان » فإن حادها| 45508 متصله SF ‘XU‏ 8 و 8. من تم 
فإن xn"‏ امحاد مجموعات متصلة فى ×٭؛ حوی کل واحدة منها i Oo) a‏ مجموعة متصلة في ×(نظرية 
١1‏ ,؛). 

بالاستقراء gob I!‏ فإن "ا مجموعة متصلة في × , ¥ 3 .N‏ إذن X=UX‏ مجموعة متصلة في × 
(نظرية .)٥:١٤‏ 0 
OWS It‏ 


تعريف . إذا كانت A‏ مجموعة AS jm‏ من فضاء تبولوجی X‏ © فيقال إن IMLS LA‏ × اذا كانت A‏ 





Component | \) 


۸۰ مقدمة في السولوجیا 


۸ مشال. کل مجموعة مكونة من عدد gels‏ واحد هي مركمة للفضاء ©. 
۹ مثال . cla‏ المعتاد )١.2[‏ ل (0,1] مركبتان فقط ؛ هرما (0,1] و [1,2). 


يلزم أن تكون المركبة مفتوحة في الفضاء . 





البرهان. إذا كانت A‏ و 8 مركبتين مختلفتين » وتتقاطعان ؛ فتكون 8 ل ۸ محموعة متصلة تحوی ۸ 
(نظرية ۱۲ ,٤)ء‏ ومن ثم A=AUB OF‏ إذن 8 مجموعة جزئية من ۸ء و ۸8ء مما يتناقض مع 
الاو اض ان هامر فية. ! ×. إذن YA‏ تقاطع 8. 

من جهة أخرى: إذا كانت 98 ox‏ فحينئذ يكون اتحاد المجموعات الجزئية» المتصلة فى × وتحوى a‏ 


× تقابل ہن مجموعة مركبات‎ dts فضاءين متكافئئين تبولوجيا‎ Y نظريه. إذا کان × و‎ 5١ 
.۷ ومجموعة مركبات‎ 


البرهان. لیکن لاه ix‏ تكافوًا تبولوجيا. نعرف راسا © من مجموعة مركبات × إلى مجموعة 
مركبات ۷ على النحو التالي: إذا كانت 08 المركبة التي تحوی 2 3 ×» فتکون 08 AS Mf‏ سنا الق تحوی 


. فی لا: من السهل التحقق من أنه )13 كانت 6 9 ٤ء فحيقد رت عصوج؟‎ fla) 
1 . تقابلى‎ f, ومن ثم فإن‎ cf, J يكون معكوسا‎ )1( ol oY! نلاحظ,‎ 
متكافئين تبولوجیا أم لا ء باستخدام‎ LIS أعطينا فضاءين تبولوجيين» فقد يتسنى لنا تقرير ما إذا‎ 15} 
اعتبارات الاتصال : والمركبات ؛ كا في المثال التالي:‎ 
:87 مثال. الفضاء الجزق × من‎ ٣ 


x =([-1,1] x {0}) نا‎ ({0} x [0,11) 


غير مكافىء تبولوجيا GY‏ فترة فی GYR‏ إذا كانت ۸ فترة فى 8ء وفرضنا جدلا أن ۸+×۴ $I‏ 
تبولوجی ؛ فحینئذ يكون [0)-×1 تكافوًا تبولوجيا على ((۴)0] -۸. بيد أن ل( (10-< ثلاث مركبات ء 
ول ((00]-ھ مركبتين على الأگثر؛ ما يتناقض مع النظرية السابقة. إذن × غير مکافیء تبولوجيا SY‏ 
فترة فى R‏ 


ٹر ال AN‏ 





aS (1,0)‏ (1,0-) 
الشكل ( ۴ء )٤,‏ الفضاء × 

ما دمنا قد تطرقنا للحديث عن المركبات » فلا يفوتنا أن نشير إلى نظرية شهيرة ء في هذا الشأن » وھی 
نظرية المنحنى Oot‏ والتي تنص على ما يلي: إذا كان A‏ فضاء جزئيا من 82ء مكافئًا تبولوجيا 
ل ايع حمنئد للفضاء ا جزئی R*—A‏ مركبتان فقط . 

› الخاطر بعيد عن الحصقة‎ lua Gl بد‎ OLS نط لمر : وآ وھلةء أنه أمام نظ سيلة‎ as 
معقد الشكل. وقد اكتشفت أخطاء فی برهان جوردن ئضه (۱۸۹۳ء)ء وأول برهان‎ OSG إذ أن ۸ قد‎ 
عام ۱۹۰۵۱ء. والان توجد براهين سهلة نسبيا هذه النظرية باستخدام التبولوجيا‎ G صحيح ھا كان‎ 
[16] الجبرية )15( و‎ 
اتال رز ات‎ 


يتعلق هذا الجزء بمفهوم ذي صلة بالاتصال ء يسمى الاتصال بالمسارات . فى هذا الصددء نبحث أهم 
عراس التضاءات المتسلة بالساراحه» daly‏ ون الآتصال: والأتسال باشار أت 


تعريف . إذا كان × فضاء تبولوجياء فهو يكون متصلا بالمسارات'!۲' إذا كان يستوفي الشرط التالى : 
ادا کانت × و ر 3 × فهنالك راسم مسثمر X‏ مج ]: 0 مث (0)=x a]‏ 6 و ہ۔(1ا) 6. وق هده 
الحالة . يقال إن 0 مسار ۴۷ قی غ من × إلى ¥ 


۳ مثال: "۸ clas‏ متصل ay 6 ol LIL‏ اذا كانت x‏ و ٢‏ 2153 فحنئد "18ج ]ص0 حث: 
x + sy‏ . (و = 1) = (و) © , سپاو 3] 
مسار فى «R"‏ من × إلى ¥ 
The Jordan curve theorem ( 1 |‏ 


Path-Connected ( ٢ 1 


Path ) "| 


AY‏ مقدمة في التبولوجيا 


إن الاتصال بالمسارات خاصة تبولوجیة كا تبين النظرية التالیة . 
۴ نظرية. إذا كان Y‏ ضورۃ ستتسة clad‏ عتضل بالساراك 3 ite‏ يكين Y‏ "عنصلا 
ola!‏ . ليكن لاج 1:2 راسما مستمرا وغامرا. إذا كانت y, gy,‏ و لاء فثمة ×و XIX,‏ بحيث 
أن (8(؟< رلاء و (,:)؛-را. با أن × متصل بالمسارات فهنالك مسار ×+ 6:1 بحيث أن ,×=(0) 6 و 
(=x,‏ ». إذن foo‏ سار في لا من ,ل إلى رلا. من ثم ob‏ لا متصل بالمسارات. 0 
الات نرمي إلى التحقق من صحة الدعاوى الماثلة لنتائج الجزء الثالث ؛ فما يتعلق بالاتصال 
بالمسارات. من أجل ذلك : نقدم أولا التعريف التالى: 
وس (de z Gly‏ التوالي : فحداء١')‏ @ فو كلم ) وير مر له + ec od. bl‏ المسار سن x‏ إلى Ex Gz‏ 
المعرف على النحو التالي : 


ao (2s) 0 2 ے و‎ ٤ 
a.u (s) = 0 


# (2s - 1) 1/2 Ss > 1 


| و نے 2 | 7 ہیں پر لا نے 
عا ان مقصور CT. U‏ على كل من [ ج ,10, [1, ج ] راسم مستمرء فإن ۸ © راسم مستمر: وفق نظریة 
الالصاق . 

6 ,؛ نظریة . لیکن × clas‏ تبولوجيا : و ۸ clad‏ جزئیا من × متصلا بالمسارات × لكل زف عائلة 


البرهان. نثبت نقطة ه و NA‏ إذا كانت × و UA DY‏ فشمة ,زو رز 3 1[ بحيث أن × 9 ۸ و 
ر و ۸. لیکن 0 مسارا في A,‏ من × الى u 96a‏ سارا في 4 من 2 الى ا. a. bos}‏ سار في به نا 
من × الى لاء ومن مم ء فان ۸ لامتصل بالمسارات. 0 
Gy‏ يتبين فیا بعد أن لصاقة الفضاء ال جز التصل بالمسارات لا يلزم أن تكون متصلة بالمسارات . 
٦‏ نظريه. إذا كان 7-6 جداء فضاءات متصلة بالمسارات » حينئذ فإن × متصل بالمسارات . 


The product (\) 


Af Shas YI 


Ola JI‏ . ادا كانت × و XD‏ فنختار سارا » في × من ززا× الى VO‏ ,۷ ز 3[. الان نعر ف 

مسارا فى × من × الى dey‏ النحو التالي: 
(s)‏ ء = ٠0 ,1 3 ء١ o )5( j)‏ زو ل 

با Poo =٥ ol‏ ۷ز 3ل o Ob‏ راسم ستمر . إذن × متصل بالسارات . ٦‏ 

OT‏ نهف BWW‏ ون الأتسال والاتسال بلساراك.. من اسیل أن وت ol‏ الاتعان بالسارات 

۷ نظرية. إذا كان × clad‏ تبولوجيا متصلا بالمسارات ؛ فحينئذ يكون × متصلا . 

البرهان. لنفرض جدلا أن × غير متصل و (U,V)‏ فصل J‏ ×. لتكن × نقطة في نا و لا نقطة في ۷ء 
و سسارا في × من × إلى ل. | 

OY‏ (1) © صورة مستمرة لفضاء متصل ؛ ولذا فهو فضاء حزق متصل سن ۔ چ Ol‏ 0 ۶(5 و 
7۷ ءء يشكلان فصلا J‏ (0 ء. ازاء هذا التناقض › ستنتج أن × فضاء متصل. © 

Guy‏ عبر المثال التال أن الاتصال لا سٹلزم الاتصال بالمسارات: 


۸ء مثال. لیکن × الفضاء Git!‏ من ۸ X=A UB,‏ حيث 


(4,4) (الشكل‎ ) 0>: > 1 : )», sin 1/0 } =A 
3 
{-l<y41:(@,y)} =B 


با أن [1 ,0( فضاء متصل» و ×+ ]1 ,£0 حیث fd =, sin 1/x)‏ , ل۷ × 1[3 ,٥)ء‏ راسم 
سلمر 6 Ac gat A=fl0,1] Oo)‏ منصله 3 & ومن cf‏ فإن X=A‏ فضاء متصل (نظرية ١6‏ ,؛). 


الآ عدت آت ود #2 متضل hdl‏ اج : gall‏ کی جد لا 95 هنالك سارا فى × من )1 gsin‏ 1( إلى 
KS k .)0,0(‏ مموغة مفتوحة فى × فان [حھ 0-١‏ حموعة مفتوحة 613 وإد és]‏ (1) ت = (0,0) ارتب 
على ذلك أن - be‏ رلا تنتمی إلى ذء أي أن oO‏ 3 8. نظرا لاستمرار » عند ۸ء فشمة ,۸< ۸ بحيث 





Path-components ( ۱ ) 


At‏ مقدمة فى السولوجا 


الشکل )££( فضاء متصل وغير متصل بالمسارات 
أن ۸,,۸1-04] » محتواة في القرص المفتوح (1/4, (8)6)0 . يترتب على تعريف ١‏ أنه توجد A ALD ty‏ 
بحيث tol‏ » - ,2 ۸9ء ومن ثم فن ۾ 4ه .۔ OF‏ توجد x,‏ 3 (0,1) بحيث أن 
sin 1/*,(‏ , »)= ,< بالنظر إلى سلوك الدالة × /أهنة قرب ٥ء‏ يتضح أنه بإمكاننا اختیار × بحیث أن 
=(x,, sin 1 /x, Oo) .1> | sin 1/x, — sin | fom, |, Or x,‏ :۱7ء ومن ثم فإن: 
(x< x :M > (x,y)} =U‏ 
و {x >x, :M 9 (xy)}=V‏ 
یشکلان فصلا ل 5. با Mol‏ صورة مستمرة للفضاء المتصل [۸,,۸]. فهو إذن فضاء متصل . من ثم فإن 
Lal jl‏ آن eam X‏ پالازات :قود إلى غاقتی: ne X Od!‏ تسل tll‏ 3 
في ضوء المثال السابق : تتضح نقطتان : 
(i)‏ إذا كانت 4 مجموعة جزئية متصلة بالمسارات › فلا يلزم أن تكون A‏ متصلة بالمسارات . 


be)‏ لس عن él ppl‏ تكون المركبات ا مساریة للفضاء التبولوجي مغلقة فيه. 


AO الاتصال‎ 


الجزء الأول 
om —\‏ أن كلا من المجموعات الجزئية التالية من 82 غير متصلة R23‏ 
(i)‏ 0۶ 
wy} Gi‏ 1 > کا - برع (o‏ 
{R IX: (x,e7") } U{R 3 x ,(x,0)} (iii)‏ 
1— برهن أنه إذا کان × clad‏ تبولوجياء فیکون عتصلا )13 وإذا فقط لا يوجد راسم ستمر غير ثابت 
هئ × 21 الفضاء سخصہ 10,1 


-٣‏ لتكن (م) ,ا6 مجموعة المصفوفات الحقيقية nxn‏ القابلة للعكس . بين أنها مجموعة غير متصلة في 
الفضاء (8) ,1 . (اعتبر مقصور الدالة det‏ على (8) AGI‏ 


ه14 آوود مثالا لفضاء سولوجي فيه مجموعتان متصلتان ومتقاطعتان › بيد أ تقا طعهما غير متصل . 
الجزء الثانى 


—a‏ يقال إن الفضاء التبولوجي × يتمع بخاصة النقطة الثابتة إذا كان لکل راسم مستمر عاعه<: ؟ نقطة 


FF a. 


تا یه . 


برهن أنه إذا كان A‏ فضاء جزئیاً من 8ء فهو يتمتع بخاصة النقطة الثابتة إذا وإذا فقط كانت 
nd A‏ 6 مغلقهة RG‏ 


-٦‏ بين أنه إذا RI‏ "£5 دالة مستمرة » ه >1ء فهنالك عدد لا نہائی من النقاط x‏ 3 "8 بحیٹ أن 
.f (x) = f(- x)‏ 


الجزء الثالث 


asl -۸‏ أن كلا من الجموعات التالية متصلة فى 82: 


dead 5‏ فى التیوارختا 


=ty (xy), )0(‏ عرز 
IR 3 x (x, cos x)} (ii)‏ 
AR 3y :(o,y)} U {x <0 :) ,x sin 1/x } (iii)‏ 
4— برهن أن كلا من الفضاءین 8۲ clas ٢‏ متصل .)١<1(‏ 
ات cl‏ أن آ6ا هه فضاء متصل» VY‏ 14. من م + بين أن 88 غير مکاؤم تبولوجپا NR)‏ 
الجزء الرابع 
١‏ برهن أنه إذا كان clad‏ تبولوجي × عدد منته من المركبات » فحينئذ تكون كل منها مفتوحة في ×. 
۷ے ین أن JS‏ و غبر مکاقیم تبرلوجيا S'S‏ (باعبار 8 Woe clad‏ عن ). 
١‏ قسم الحروف الأبجدية إلى فصول HIG‏ تبولوجی باعتبارها تثل فضاءات جزئية من 82. 
لحلع ااه 
a | 8‏ كلا من الفضاءات التالیة متصل بالمسارات: 
ıo < n « S* (iv) (C (D ,d,) (iii) (C (D ,4, i) M_ (R) (i)‏ 
06 برهن أن كل مجموعة مفتوحة ومتصلة فى "۸ OSG‏ متصلة بالمسارات . 


+ نين أنه إذا كان × و + فضاءين. متكافئين تبولوجيا » Ob item‏ العدذ الكارديناكق. لجموعة 


AY) لس‎ 


التراص (التلاحم) 


Compactness 


مقل مه 


نبحث في هذا الفصل خاصة تبولوجية لها دور كبير في التبولوجيا والتحلیل » وهى خاصة التراص . 
ويرجع الفضل يي وضع تعريفها إلى الكزاندروف - وبوریسون!'اء ففی عام ۱۹۲۰ء ء عرفا الفضاء 
المعراص على النحو التالي: إذا كان × clad‏ تبولوجیاء فهو متراص إذا كان يحقق الشرط التالى: كلم 
كانت ) مجموعة مشكلة من جموعات مفتوحة في × ؛ بحيث إتحاد عناصرها يساوي ×. فثمة مجموعة جزئية 
منتهيه من 7) بث ای إنحاد عناص ها يساوئ × أیضا . 


لقد استمدا هذه الفكرة من نظرية هاين - بوریل!') المعروفة في التحليل ا حقیقی . والتی من بين 
تنائجها الحامة النظرية الى تنص على أنه إذا كانت ۲ دالة سٹمرة على قترة مغلقة [ن و إرفحينئذ تکون 
ihaf |‏ عظمى ونقطة صغرى على [ط و [a‏ 

بجانب نظرية هاين - بوریل؛ شتمل هذا الفصل على نظرية ها مكانة مرموقة فى التبولوجیا 
والتحليل «dll‏ وهي نظرية gga‏ إذا كان × جداء فضاءات متراصة» حینئذ يكون × 
متراصا . لقد كانت هذه النظرية اسهاماً أصيلا بحق ء فتطبيقاتها كثيرة » وبرهانها حتى فى حالة الجداءات 
deel‏ لس بالأمر البسيط . لذا فقد أفردنا لها الجزءين الثالث والرابع من هذا الفصل. وجدير بالذكر 
أن نشم هده النظر ية کان من | il‏ ساب لی دعر یف SI‏ اندروف - لو ر یسو للفضاء المتراص . 
ذ-الفضاءات nll‏ !4.0 


يتناول هذا الجزء تعريف الفضاء Gol fll‏ ونظرية هاين - بوريل . 


Alexandroff-Urysohn ( \) 
Heine-Borel (rv) 


Tychonolf's theorem (۳) 


۸۷ 


۸۸ مقدامة فى الصولو Lie‏ 


من أجل تعريف الفضاء المتراصء نقدم أولا الغطاءات المفتوحة والق تشكل أداة هامة في 
الریاضیات ؛ فتستخدم في التبولوجيا الجبرية في انشاء ھمولوجیاجك!'اء وتستخدم في تعريف الانتروبيا 
التبولوجية!"2» هذا بجانب الاستفادة منها في تعريف التراص . 

تسريف )13 کان lad‏ توا > UWL dope Gy‏ من Clogs‏ مارا ف X‏ کیت أن NE)‏ 
G pole‏ يساوي : فيقال حینئذ إن ى غطاء مفتوح"' ( ×. 

واذا كانت H‏ مجموعة جزئية منتهية من iG‏ وشکل غطاء نتر عا «x J‏ فيقال Hol‏ غطاء جزنى 
منته!؟! من ن للفضاء × . ظ 

إذا کان × clad‏ تبولوجياء فهو متراص'' (متلاحم) إذا كان کل غطاء مفتوح J‏ × يحوي غطاء 

٦‏ مثال: کل clas‏ تبولوجی منته هو فضاء متراص. 

Mal fe سے ھن خطاء‎ Zante clad XG 181 ہے گالد‎ 

= ولا يحوي غطاء‎ RI ]۸إ غطاء مفتوح‎ 3 n:(-n n)} لن‎ (gol pe مثال: ۸ فضاء غير‎ ٣۳ 


منتهيا أ 8 . 
٤‏ نظرية (نظرية هاين - بوريل). كل فترة مغلقة [ط [ay‏ هي فضاء Bix‏ متراص من ۸. 
البرهان: إذا كانت 5-هء فحينئذ تكون [ay b)‏ فضاء النقطة الواحدة؛ فهو إذن فضاء متراص . 
owl yo yal‏ أت .b>a‏ لیکن G‏ غطاء قوسا { [6 و8] . نعرف الحموعة ۷ على النحو التالى: 
y}=¥‏ 3 [ط (ay‏ : توجد مجموعة جزئیة منتهية من 6 بحيث أن اتحاد عناصرها يحوي y)‏ وہ]إ. لنلاحظ 
٦ 5‏ غير GY iS‏ اذا كان تا و ) ارآ 8ء ففي ضوء تعريف Lego dl‏ النسسة على [ط ‘fag‏ 
هنالك ر > بحيث أن لم , ه] محتواة في لا » ومن مء Ob‏ ,×93 ۷. 
لیکن ke =c‏ لا. إذن OW .accdb‏ نیت ol‏ ع لابين أجل ذلك . .c IG IV lye jus‏ 
استناداً على تعريف التبولوجیا النسبية على [ط clay‏ فثمة 5< ء بحيث أن [ه وء) حتواة في ۷. )03 توجد 
NY Dy,‏ وه) » ما يترتب عليه أن هنالك,6,..., ,6 3 6 بحيث أن UG‏ يحوي [« وه]. من مء فإن 


. 9 ولذا فإن ء‎ [ay c] يحوى‎ VUU G. 
: 7 


Finite subcover )٤( Cech (1) 
compact (0) Topological entropy (r) 


Open cover (۳) 


۸۹ اص‎ sll 


الان نبين أن c=b‏ لو فرضنا جدلا cob Ol‏ فيكون بمقدورنا اختار t‏ خسف أن تا  >‏ يمع 
gs [cyt] 5‏ | 3 3 ۷ ومن م فإن It‏ ۱۷ یا یتناقض مم دعر یف ادت c=b‏ و ا lay‏ فضاء متراص .| 


0,0 نظريه: ادا کان ۷ صوره مسثمره لفضاء مراص › steer‏ بكرن Mal je‏ 


F1۴7 Gif os} .8 J Lyi‏ خطام 0X 1 cyte‏ عا Cie‏ علیہ وجرة غطاء تق مت 
Gol all Lad frie... 1G}‏ ×. با fol‏ راسم غامر » Ob‏ | 6,..., 10 تشكل غطاء J‏ ۷. إذن ۷ فضاء 
مراص . ل 

نورد OY!‏ خاصة aye‏ للفضاءات المتراصة» Gy‏ نستخدمها في برهان نظرية تيخونوف فى ا الة 
العامة. 

تعريف: إذا كانت 5 مجموعة من ا حموعات : فيقال |e}‏ تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي إذا كان 
ab lis‏ أي عدد Ane‏ من أعضاء § غير خال . 

۹ قربا bis‏ الشرطان التالیان بالنسبة للفضاء التبولوجي 

Awl Ss أن یکون‎ )]( 

(ب) كلما كانت |6:ز 9( مجموعة من الجموعات المغلقة في الفضاء » وتتمتع بخاصة التقاطع المنتهى › 
فحینئذ يكون NF‏ غير خال . 


البرهان: نثبت أولا أن (أ) يستلزم (ب).لتكنم - !13:6 مجموعة من الجموعات المغلقة Xp‏ 
قق oe‏ التقاطع NF = # Ol Yue God : gull‏ ]603 وقق Uy pbs‏ دی ق 
تنمنم ab‏ المنتهي . لنفرض جد Fo‏ لاد a3}‏ وفق نظرية ديمورقن 

X=X-NF =U(X-F) 
J 1 
بحيث أن‎ N 3 « متراصء فتوجد‎ clad × أن‎ le .! 3 ما يجعل لدينا غطاء مفتوحاء هو الغطاء م۶۶:ز‎ 


| گی ۰ JSS‏ غطاء J‏ ×. باستخدام نظرية ديمورقن AGE‏ نستنتج أن @ >5 1 › ما يتناقض مع 
افتراضناان ٣‏ تتمتع dno ls‏ التقاطم المنتهى . G03!‏ # ری ' 


بطريقة مشاببة» يكن OLS!‏ العكس. ى 


The finite intersection property \) 


3 مقد مة ف الٹیولوجہا 


۷ استنتاج: إذا کان × فضاء متراصاء و (F)‏ متوالية تناقصية من ا حموعات الغلقه في . 
و OF AF ili oN 339,4 + F‏ 

البرهان: [ 2:5 3 ۷] تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي . [] 
؟-الفضاءات الجزئية المتراصه 

عرش :فى طا اطنء لأبوز سات المسوحات 25511 Lol ll‏ في القضات والق سو نتقيد متھا في 
أسريية ؛ 

)١(‏ تحديد المجموعات الجزئية المتراصة Rg‏ في الجزء التالي. 

. متراص وهاوسدورف يكون سوياء في الفصل السابع‎ clas كل‎ ol اقباس‎ (W) 

تعريف: إذا كانت ۸ جموعة جزئية غير خالية من فضاء تبولوجي OX‏ فيقال إن ۸ متراصة''' في 
الفضاء ‏ إذا كان الفضاء ا جزق A‏ متراصا. 

وإذا كانت ) مجموعة من الجموعات المفتوحة فى × بحيث أن إتحاد عناصرها يحوي ۸ء فيقال إن 6 
غطاء A J‏ مفتوح في ×. 

استنادا على تعريف الفضاء ا لجز » إذن» فإن ۸ تكون مجموعة متراصة فى × إذا وإذا فقط كلما كان 
,)غطاء le sti A J‏ فى ×ء فثمة غطاء Gor‏ منته من ASG‏ 

۸ نظرية: إذا كانت ۸ مجموعة مغلقة غير خالية فی clad‏ متراص 6X‏ حینئذ A OSS‏ مجموعة 
متراصة فى . 

البرهان: لیکن۶) غطاء J‏ سا XU‏ من تم Oc‏ 181 لا ) غطاء مفتوح للفضاء المتراص ×. اذن 
Mla‏ غطاء جز کت سی GUIAT‏ لأفضاء 32ء کا Ol ade Coy‏ [۶ھ]-۶) غطاء جزئی منته Gop‏ 
[ ۸. من ثمء فإن ۸ مجموعة متراصة في ×. 

إذا كانت 4 مجموعة جزئية من فضاء تبولوجي ×, و لا مجموعة مفتوحة في × وتحوي ۸ فيقال إن نا 
جوار مفتوح Al‏ 

۹ نظرية: لیکن × clas‏ هاوسدورف : ولتكن A‏ مجموعة جزئية متراصة من CX‏ و« عنصرا J‏ 
متممة ۸. حینئذ يوجد جوار مفتوح نا( ۸: وجوار مفتوح x JV‏ بت Yuol‏ تقاطع ۷. 


البرهان: 5 dai x al‏ هاوسدورف : فلکل ‘Aga‏ کا | jie‏ جوار مسوم dba U,‏ ا ہے 


Compact ( \) 


الثر اص \ 4 


گار یا اع ete‏ بوخ کید 8 ےد دہ خمدہ Got U U,‏ ف . . نضع تا = U U,‏ 
تاب" سس ١ء‏ فنلاحظ أن نا جوار مفتوح ا ۸ ولا جوار مفتوح x J‏ ولا يتقاطعان at‏ 

نستنتج من هده النظریةء أن كل مجموعة متراصه فى فضاء هاوسدورف تكون مغلقة 

Oc \e‏ نظرية لیکن × فضاء هاوسدورف › وھ و 8 مجموعتين متراصتين ف × ولا تتقاطعان . حنئد 
يوجد جواران مفتوحان ل و «BGA SV‏ هذا الترتیب ء بحيث أن YU‏ يقاطع V‏ 

sla‏ اتتادا على النظرية اليابثة : قلكل د AD‏ ختار جوارا مقتوجاً ےتال a‏ وجواد مفٹوحا 
ولا ل 8 بحيث ol‏ ولا لا يقاطع و۷ Us toll.‏ پور سہر وس چاو یریب 
مفتوحا فى × : ين آرد Sage argh‏ جزایڈ سلاد )من A‏ بحيث أن ونا لا يحوي ۱۰۸ دا 
وضعنا U‏ = ونا نا او Ava =v‏ ء فان ناو ۷ جواران ل هو eB‏ عل هذا الترتيب: 
ولا يتقاطعان. 0 

CY هاوسدورف‎ elas تقابلا سکسرا من فضاء متراص × إلى‎ f :< استنتاج : دا کان ۷م‎ ۵,١١ 
eles یا يكون ۶ افوا‎ 

البرهان: علينا أن نثبت أن ۲1 راسم مستمر. من أجل ذلك » نأخذ مجموعة مغلقة AX GA‏ و 
با أن × فضاء متراص » إذن A‏ جموعة متراصة في × (نظرية (Ord‏ من ثم > فإن صورتہا (۸)) مجموعة 
متراصة في ۷ء ما يترتب عليه أن f(A)‏ مغلقة في ۷(نظریة (ond‏ إذن ۶۱ راسم مستمرء ومن ثم فإن ؟ 
bir‏ & تيخونوف ''' في عدد منته من الفضاءات 

نقد فضلنا أن نعالج هذه الحالة الخاصة من نظرية تيخونوف » GY‏ يتوفر لها برهان سهل وقصير 
نسياء ولا ley‏ امتتام fae‏ الو انی : be gl‏ کاک عن أدوات glad‏ کا عى اال 
بالسبة لبرهان SLI‏ العامة . 

وعبر نظرية الانبوب ء سوف يتسنى لنا اثبات نظرية تيخونوف في عدد منته من الفضاءات . 


5 نظرية (نظرية الانبوب)("). لیکن × فضاء تبولوجياً ء وليكن ۷ فضاء تبولوجیاً متراصاً . لتكن 


Tychonoff ۱ \) 


The tube theorem (؟)‎ 


ay‏ مقدمة في التبولوجيا 


× نقطة في 6X‏ و Gx xy i lle N,‏ فضاء الجداء ۷××. حینئذ & جوار مفتوح 3x, SW‏ × 
بحيث أن Wxy‏ محتواة في No‏ 

البرهان: وفق تعریف تبولوجیا ال جداء ؛ فهنالك تثیل J‏ × على النحو التالي «N= UUXV,‏ حيث J‏ 
مجموعة غير خاليه Uc‏ مجموعة مفتوحة في ×ء و Vi‏ مجموعة مفتوحة ف ۷, از 3آ با أن الفضاء ا جزئی 
×× مكافيء تبولوجيا ل ۲ ٠‏ إذن x xy‏ مجموعة متراصة في ۷×× . من ثمء فهنالك عدد منته إل jy roy‏ 
tut I pole cy‏ أن XV,‏ نا 1 يحوي ۷× درو GF n U, = W‏ ں×. W Od!‏ جوار مفتوح J‏ ,* في 
×ء وعلاوة على ذلك» Ob‏ ۷×س محتواة فى SYN,‏ )13 كانت (Ky)‏ 3 ۹۷×۷ ء فهنالك ا بحیث أن 
دے 12ء -U XV, 9 Guys‏ إذن ۷۷9۷ ٠‏ ومن ثم» فان lay)‏ 3 ۷× تا. يترتب على ذلك أن 
O .N, 3 (x,y)‏ 

01۳ نظرية (نظریه ٹیخونوف ف عدد منته من الفضاءات). Fy‏ کان TX‏ جداء عدد منته من 
الفضاءات المتراصة » حینٹذ فان WX,‏ قشاع ol xe‏ 

البرهان. نبرهن النظرية بأخذ n=?‏ وباستخدام الاستقراء الرياضي » بعدئذ ء يمكن اثبات النظرية 
لأى عدد منته من الفضاءات . 

تضم ×= «X,‏ و ۷= . لیکن G‏ غطاء ا 1ء .X 3x isl,‏ یا ol‏ ۷ فضاء (gol pe‏ 
فثمه مجموعه جزثيه Ange‏ ) من CFG‏ ان ole]‏ عناصرهاء ولنسمه oN‏ يحوي ۷××. استنادا على 
نظرية الائیوب؛ فهنالك جوار مفتوح IW.‏ × في ×ء بحيث ol‏ ۷ حتواة في ۸ . OI‏ شگل 
الجموعة } x:W‏ 3 ×)غطاء مفتوحاً للفضاء المتراص ex‏ ما يترتب عليه أن Wha‏ نقاطاً پع..,ےك×(ھ 3 ) 


; Wx Xy 


Wx 


الشكل ( ١‏ .,ه) تق x × y‏ الى أنابيب 


التراص ۹۳ 


فى × ol Cut‏ ,¥ ,.., ۷ ]غطاءل! ×. من Ob ce‏ ,6لا...تا ,6 غطاء جزني منته من لا XXY‏ 
۱ 5 9 
إذن Xxy‏ فضاء متراص . ل 

الان نقوم بتحديد المجموعات المتراصة فی "۸ . 

la, ,b,] mm la. b في ۴ » فيل عن | مجموعة[‎ rire ٹا 4 8] فترات‎ i acl [a, 3b] تعریف . ادا کانت‎ 
RI!) Gio إنها ستطیل‎ 

إذا كانت م حموعة جر له من st 5 › 8R"‏ مستطيل مغلقق 3 RP"‏ « فىقال اتا AS gat‏ محدودۃ(۱۲. 

٤‏ نظريه: إذا كانت A‏ مجموعة جزئية غير UE‏ من 8۶ء فلكي OSG‏ متراصةء فإنه يلزم 
ویکفی ان تكون مغلقه و محدودة a‏ 17 , 

البرهان: 

أولا: نفرض أن A‏ متراصة فى "8. با أن "8 فضاء هاوسدورفء فإن ۸ مغلقة فى R®‏ (نظرية 0,4( 
من ناحية OF «GF!‏ مجموعة الأقراص Bsn)‏ ه 3 ٢ء JSS‏ غطاء ا ۸ مفتوحاً فی ”8» مما يترتب 
عليه اة A‏ محتواة في عدد منتهء ومن ثم في واحدء من الأقراص المفتوحة .B(O;n)‏ إذن A‏ مجموعه 
د وده . 

‘lsu‏ تقرش أن A‏ مغلقة ومحدودة في ۸۶. إذن A‏ محتواة في مستطيل مغلق 8 في 5 . با أن 8 جداء 
فثرات مغلقه ¢ فهو فضاء متراص (نظرية هاين - بوريل » ونظرية تبخونوف) . ما أن ۸ مغلقة فی 8ء فھی 
جموعة متراصة في 8 ومن ثم فھی متراصة في ”8 (نظرية ۸,ه). ٦‏ 

التطبيق التالي تعمم لنظرية هامة في التحليل الحقيقى , كنا قد أوردنا نصها فی مقدمة هذا الفصل. 

٥‏ استنتاج: إذا كانت ؟ دالة مستمرة على فضاء متراص OX‏ فتوجد نقطتان ۾ و تا فى × بحيث أن 
f (b)‏ ے .X 3 xy ,fla) 2 f(x)‏ 

البرهان: استناداً على نظريةه ,0« فإن(×)] مجموعة متراصة في !8ء ومن نم فھی مغلقة ومحدودة في 8 
(نظرية ١٠,ه).‏ إذن GF MX)‏ حعا (87؛ وحسا XK)‏ من cf‏ فهنالك ه و 26× بحيث أن 
Li .X 3 xy ,fla) > fx) > f(b)‏ 


؛- نظرية تیخونوف (الحالة العامة) 
قوام برهان نظرية تيخونوف فى الحالة العامة مبدأً من مبادىء النطق؛ مكافىء لسلمة الاختيار 


Bounded (r) Closed rectangle \) 


۹٤‏ سد فى التبولوجيا 


ويدعى . مبداً | doped‏ العظمی . وقبل أن نورده » نسوق بعض التعاريف المتعلقة به. 

تعريف: إذا كانت LW‏ مجموعة غير خالية eX‏ وعلاقة < على ×» فيقال إن < علاقه ترتیب 
جز وإن × مرتبة جزئياً بالعلاقة < إذا كانت < تستوفي الشرطين التاليين: 

@ إذا كانت tXDdy 9x‏ و×< cy‏ فحنلد ل تكون ا × 

L>X dad ‘Z>Y أن < پڑ و‎ tut علاقة متعدية: كلا كانت نے و زو و ناء‎ > (ii) 

إذا كانت < علاقة ترتیب جزئی على مجموعة غير خالية ×» وكانت تستوفی الشرط التالي: كلا كان 
× و Mae‏ بن مختلفين a‏ 1 فاما ‘y >xX ol‏ أو XY‏ 

عندئذ يقال إن < علاقة ترتيب بسيط " على ×ء وإن × مرتبة ببساطة بالعلاقة < . 

مبدأ امجموعة العظمى0). لتكن لدينا مجموعة غير خالية ×» وعليها علاقة ترتيب جزئی < . إذا 
كانت ۸ مجموعة جزئية غير UE‏ من ×» ومرتبة ببساطة بالعلاقة < فثمة مجموعة جزئية Xe M‏ 

.۸ G3 11 )١( 

(ب) ۷ مرتبة ببساطة بالعلاقة > 

(ج ) ليس ثمة مجموعة جزئية تحقق )1( و(ب) وتحوي EM‏ 

استنادا على om‏ المجموعة العظمى نستنتج : 
التقاطع ا لمنتهي . حينئذ توجد جماعة 6 من المجموعات الجزئية من × بحیث أن G‏ حوي F‏ وتتمتع بخاصة 
التقاطع المنتھی ؛ ولیست هنالك جماعة أخرى من ال جموعات الجزئية من × بحیث تحقق هذين الشرطين 
و تحوی Lk G‏ 
الجزئية من ×» تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي ؛ وتحوي ۴. نعرف علاقة ترتیب Bie‏ < على 4 على 
النحو التالي: ۴ <ی 5 إذا كانت F‏ عند ا FG LG‏ حینئذ فمن الواضح أن| إمجموعة جزئية من 
WI dbl sy 8‏ د :اسا عل [ae‏ اہ العلس US op‏ جا LS ye‏ 0 من 7 


Partial order relation (4) 
Simple order relation (؟)‎ 


The maximum principle (۳) 


ال اص ن ۹ 


بحيث أن © تحوي Gy © sl Fh‏ ببساطة بالعلاقة <رء ولا توجد مجموعة جزئية من © تحوي 
le ot‏ وتكون مرتبة بساطة بالعلاقة < SI.‏ × عائلة مرقمة [ “© . ولتكن ۴6 لا. الان 
زلا حظ SG ol‏ الشروط التالية: 

(أ) ى تحوي F‏ 

(ب)6 تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي : ذلك GY‏ إذا كانت ,9۴ 66ء ه > > 1ء وكانت ۴ 3 wok‏ 
)K 3k, KF, 3 F,‏ اذن ثمة ١‏ بحیٹ أن دک 1 ک1 و ۴ توا في ۴ > ->1. من ثم فإن 
اگ le FoF‏ يترتب ade‏ أن 5 n‏ پل“ ` 
)= ) 96 : با أن ۴ محتواة في 6 كلا كانت ,3 ]0]- 2 من ثم» [Ufo‏ لا © مجموعة جزئية 
من () ء وتحوي tf‏ ومرتبة ببساطة بالعلاقة < . في ضوء تعريف © حينئذء فإن 6 و 4. 

(د) لتكن':)جماعة من ال جموعات الجزئية من ×» تستوفي الشرطين (أ)ء و(ب). لنفرض جدلا Gol‏ 
تموى LEG‏ يترتب على ذلك أن چ و ۲ہ ولذا فتكون ”ى متواة Gd‏ ازاء هذا التناقض؛ نستنتج أنه 
لیس ثمة'6) تحقق الشرطين )١(‏ و(ب) وتحوي 6 تاما. تا 

۵۷ استنتاج : | دا F 9X Be‏ و کا 3 النظرية السابقة؛ قحد : 

. مجموعة مغلقة بالنسة للتقاطم المنتھی‎ G (i) 

() إذا كانت A‏ مجموعة جزئیة من ×» بحيث تقاطع ۸ کل عنصر في )» فعندئذ تكون ۸ عنصراً في 
6 

البرهان: 

BWM‏ أن ,6....» ,6 9 » وأن 16,۰0 .. ۸ 6 إذا كانت 81 3 6, م > 1 4 1ء عندئذ 
G, NHN ... N H426, NAG NH, A... NA,‏ فهي ادن مجموعة غير خالية. من ثم › فإن,30 6. 

: فان‎ ‘G9 ہت‎ (ont, دا كانت‎ | (1i) 

ANG, 0... NG, =A N (G, N... NG ) 
0 .) 3A od! .@ استنادا على‎ 6 3 0,8...) OY جموعة غير خالیةء‎ i? 

elas × OSs حداء فضاءات متراصف:؛ حنئد‎ X = 71 x. تٹیخونوف)!'. ادا کان‎ rege ty) 0; 5 
bol xe 





Tychonoff's theorem ( ١) 


٦‏ مقدمة في التبولوجيا 


البرهان: لتكن ۶ جاعة من الجموعات المغلقة في ×» تتمتع بخاصة التقاطع المنتھي . يترتب على نظرية 
٦‏ أن Whe‏ جماعة ن = kG}‏ 3 | من المجموعات الجزئية من × بحیث أن 6 تحوي ۴» وتنمتع بخاصة 
التقاطم المنتهي » وفضلا عن ذلك فلا توجد جماعة من ا جموعات الجزئية من × تستوفي هذين الشرطين 
وتجوي G‏ تاما. 

ذا Lisl‏ عتسرا 983 3+ وأعغيرتا icle‏ امجموعات | الغلقة فى × التالية PGF‏ ا AKI‏ حيث 
xX,‏ م الاسقاط الطبيعي» فمن الواضح UT‏ تتمتع بخاصة التقاطع المنتهي . با أن × فضاء متراص : 
فیمکننا أن نختار × 3 ,6 م 6 (نظرية 1 ,ه). ںی النقطة: 


J 3j xÛ) =x 


فضي الآن لنثبت أن ve a . ۹۲ x‏ ) أن U‏ جوار مفتوح ا X 3x‏ . حینئذ » U ob‏ يقاطع 
PG,‏ ۴۷ 3 على ما يترتب عليه أن نا۴۱ يقاطع , 0اپ مم 3 ۴ . استنادا على استنتاج ۵:۱۷ ء فان 
إلا ' Gr 3 P-‏ ما ol‏ ى مغلقة بالنسبة للتقاطع المنتهى ء إذن US‏ كانت الو .. 5 .31 (N 3n)J‏ و نا جوارا 


مفتوحاً | dx‏ 3 ھک( کا فإن AP, 71 U,‏ ...3۷,۸ . يترتب على ذلك» أن كل جوار 
مفتوح JU‏ × في × يقاطع کل عنصر Gu‏ بصفة خاصةء U Ob‏ تقاطع ۶ء ۴۷ /. من ثم OB‏ 
× وم , ۷ 3۴ ۸. با أن pole‏ ۴ بجموعات مغلقةء فإن × 3 ۸۴ . يترتب على نظرية ١5‏ ,ه أن × 
فضاء متراص . (] 

نا عيبر کک : US ol‏ قد أقبت (۱۹۶۰م) of‏ نظرية ٹیخوتوفہ تنتلزم سلءة الاختیار: ومن ٤‏ 
فهما متكافئتان . 


كنا قد آلحنا إلى وجود تطبيقات كتيرة لنظرية تیخونوف : فمن بين هذه التطبيقات: رض سٹون - 
اك ,تسف القضادات الحظة (OULU‏ فليرجع القارىء ا ھت بهذا الموضوع إلى [9] أو [10]. 


Kelley (1) 
Stone-Cech compactification (¥) 


Completely regular ۱ | 


۹۷ pol sll 


(o) تمارين‎ 


الجزء الأول 

لم اكيت أنه إذا Lelie X olf‏ فلا یکون Wl les‏ مح غاب :X—OR‏ 

-٢‏ أعط مثالا لمتوالية (؟) من المجموعات المغلقة في ۸› بحیث تتمتع ال حموعة ]2:5 3 ×| بخاصة التقاطع 
المنتهي » بيد أن .۶ ) = 

۴۳ برهن أن (RY)‏ حيث ل التبولوجيا المولدة بالمستطيلات النصف مغلقة - مفتوحة ء غير متراص . 

GUI ین"‎ 

:R من‎ Git! لیکن × الفضاء‎ --٤ 

{o > x <1 ](ان:‎ Ufo <x <1 :(x,o)} =X 

لنکن ٥و‏ علاقة التكافوٌ WW!‏ على ۸: (1, ') به (0,») إذا كانت ١ gex =x!‏ > × > 0. بين أن 
Whe‏ فضاءين جزئيين متراصين من ہہ /× بحيث أن تقاطعها فضاء جزئی غير متراص . 

۵۔۔ أثبت أنه إذا كان × فضاء تبولوجياء فاتحاد Gl‏ عدد منته من المجموعات المتراصة في ×؛ يكون 
مجموعة متراصة في ×. 

-٦‏ برهن أن كل راسم مستمر وغامر من فضاء متراص إلى فضاء هاوسدورف هور. < .ق. 


| = لیکن × فضاء متراصا وهاوسدورف » و7 Leggs clas‏ ¢ و لاجهة:م ر. = . ق. در فن Y ol‏ 
رگن غخاوسفورف )13 واا نفد p OWS‏ رامنا مقا 


ol esl ۸‏ 88 مكافيء تبولوجیال یہ / 82ء حیث نہ علاقة التكافوٌ: 6 إذا كانت 
.a - 63 7‏ 

الجزء الثالث: 

۹- برهن أن () "8 x! (iii) ۴" (i)‏ ا8 فضاءات متراصة. 


. غير متراص‎ GL بين أن(8)‎ ٠ 


4A‏ مقدمة فى التبولوجيا 


11 — اعتبر ا حموعة المفتوحة N,‏ من 82 التى Get‏ کل النقاط الواقعة بين المنحنيين: 


| 
y= + = (x0) 


بين أن N,‏ جوار J‏ 0×۸ في 282 بيد أنه لا يوجد جوار GO JW‏ ۸ بحيث تکون | حموعة W XR‏ 
محتواة في N,‏ 


لھا سی 


التعام والتراص في القضاءات العتریة 


Completeness and Compactness in Metric Spaces 


mm 


مقد مه 

يكون الفضاء المتري LE‏ إذا كانت كل متوالية كوشي' فيه متوالية تقاربية . وأهم سمات الفضاء 
Gall‏ التام GJS‏ نظرية LI‏ والق تنص de‏ ما یل: إذا كان × فضاء متريا تاماً » وإذا 
كانت (۶) متوالية من المجموعات الجزئية المغلقة فى × بحجيث أن م5 = ف «Nan V,‏ حينئذ فإن۴,۴() 
يساوي 7 esl‏ 

وتطبيقات نظرية بير عديدة في التبولوجيا والتحليل الدا ی . وكمثال على ذلك» فسوف نثبت أنه لا 
بو جد Alo‏ 8 جه ٌ[:] tut‏ تكون ؟ مستمرة عند كل نقطة قياسية » وغير مستمرة عند أي من النقاط 
اللاقياسة. 
تتكافا بالنسبة clad‏ المترى : 

ا ان بھی Meal tx‏ 

(ب] dole cay of‏ بؤلؤائو = زابر ساراس °1 
)+( أن يكون متراصاً بالتوالی. 

)5( أن یکون Lt‏ ومحدوداً US‏ 

ولسوف نثبت أيضاً استنتاجاً بالغ الأهمية للنظرية السابقة » وهو ما يعرف بتمهيد الغطاء للبيق()ء 


44 


Tr‏ مقدمة فی التبولوجيا 


وينص على أنه إذا کان ) غطاء سسا لفضاء متري متراص ×٭؛ فهنالكة >0 بحیث أن كل مجموعة 
جزئية A‏ من “اء قطرها أقل من 8 ء تكون محتواة في أحد عناصر G‏ 
واعقاداً عل هذه النظرية: Gays‏ تسسا للنظرية المروفق: (ذا كانيع" Ula‏ سشیرۃ على فتزة (Milas‏ 
حینئذ تكون ۲ مستمرة بانتظام. 
١‏ الفضاءات dol)‏ 
تعريف . لیکن (Kd)‏ فضاء مترياء و( ») متوالية في ×. يقال إن (») متوالية كوشي! في × إذا 
| ذا کانتع> ۰0 فحینئد يوجد عدد طبيعي 31 CW‏ أن 
SpP,nV,€> d (xx)‏ مم 

إذا كان × Lie clad‏ فیقال إنه تام" إذا كانت كل متوالية کوشی في × تقاربية في ×. 

۱ مثال. اذا كان × clas‏ شرا ناقیاء Suen‏ يدن lek‏ كما . AUS gal‏ دفر آن المترك 
التافه على res.‏ کا يل : d(x,y)‏ = 0 إذا كانت -y=x bate 1 = d(xy)y cy=x‏ من ie‏ إذا كانت 
لدينا متوالية كوثي CX GO)‏ فثمة ص CAND‏ أن ,× = ےد ۷ هكد. إذن (x)‏ تؤول إلى Xq_‏ 
وايرستراس . 

تعريف . إذا كان × فضاء تبولوجيا » فيقال إنه يتمتع بخاصة بولزانو -وايرستراس'"إذا كان لکل 
مجموعة جزئية لانہائیة من × نقطة نہایة . 

٢‏ نظرية . إذا كان × فضاء تبولوجيا متراصا > حينئذ فإن × يتمتع بخاصة بولزانو - وايرستراس 

JSS تقطة مادء سط‎ U علہت‎ KX عن‎ CAS Vc AS ye بح‎ A ol Yue تفرش‎ claw 
cA اص‎ Pas فقط . استنادا‎  ةطقنلا‎ 3 A ab li, أو‎ A يقاطع‎ aM, لا ميث أن‎ ‘Conn جوار‎ 37 


فثمة عدد منته من نقاط ٭: 4X,‏ × کیت Ol‏ | ای ۱ ,×| غطاء مفتوح ل × سک 


۱ 
فی المجموعة | a 4X,‏ کل لن ما يتناقض مع افتراضنا أن ۸ جموعة لا نہائیة . إذن × يتمتع بخاصة بولزانو - 


وايرستراس . ل 


Cauchy sequence (1) 
Complete (rv) 


The Bolzano-Weierstrass property (۳) 


القام والتراص فى الفضاءات المترية ٠١١‏ 


في بقية هذا الفصل ؛ nat‏ بولزانو - وايرستراس إلى ب-و. 

البرهان. ليكن ۵ المترك المعتاد على (x) SIR"‏ متوالية کوشی في . إذا كانت INDix | - A‏ 
مجموعه منتهيه 6 فمن ا asl « dace «gt‏ مه مرولا tut‏ اخ × = x‏ اك صصولذا فان (x)‏ متوالية 

إذا فرضنا الآن أن ۸ مجموعة لا نهائية ؛ فحینئذ تكون A‏ مجموعة محدودة » ويتبين ذلك ما يأق: le‏ 
أن (x)‏ متوالیة کوشی > فلمه عدد طبيعي 0 Cu‏ ان i, 1>d(x,x)‏ و[ > 11. لکن ۴ أكبر عد 3 3 
fm < ji dG) |‏ إذن» أيا كان ذوز 3 لاء لان dx, x)‏ + ہ8 > (»ر»«)ك ولذا فإن (×,×)۵ أقل 
al‏ يساوي yy‏ العد دين : 2 ؛ وخآ2. ادن A‏ مجموعةه یل وده . 

لیکن 8 ستطیلا مغلقا يحوي ۸. با أن 8 فضاء متراص (استلتاج 0,14(« فإنه يتمتع بخاصة ب-و 
(نظرية )٦٦‏ ولذا فإن ل ۸ نقطة نہایة × 3 8. نثبت الآن أن (*) تؤول إلى ×. إذا كانت > >>0» فثمة 

A‏ ۱ ت & a os‏ - 1 م ت ١‏ | هه ب 

: تر[ کا ہت من ناحية اخرى : واستنادا على تعريف نقطة النهاية‎ Vs > 0) Ol بحیث‎ NI m, 
فیمکننا اختيار رذ >,دة بحیٹ أن ( :)9< ۓ.. إذن» ۷ 1 > رص فإن:‎ 


d(x,x.) ع‎ d(x,x. ( + d(x. ,x) 
10 وو‎ 


5 
ع ہے = پ الت > 
1 3 


إذن (x)‏ تؤول إلى x‏ 
من مم فان clas R"‏ تام . 0 
تبولوجية . فلنعتبر مثلا الفضاء )091( في حين أن )0591( مكافىء تبولوجيا للفضاء التام 1ء فإن المتوالية : 
ل-,»ره-,2,... متوالية كوشي في (١و0)ء‏ بيد أنها ليست تقاربية في هذا الفضاء . 
SU,‏ الذي مر يشير Lal‏ إلى حقيقة Gel‏ وهي أن تام الفضاء المتري لا يستلزم تام كل فضاءاته 
الحزضة. وبوجه التحديد » فلدينا: 
“٤‏ نظرية. إذا كان x‏ فضاء متريا LE‏ وه فضاء جزئياً من ×» فلكي يكون LEA‏ فإنه يلزم 
البرهان. لیکن ۸ فضاء جزئيا LE‏ من ×. لتكن × نقطة نہایة ل ۸. إذن J‏ 3 ۸» نستطيع أن 


jal‏ مقدمة في التبولوجيا 


نختار نقطة × 3 NBL‏ ۸ الان (*) متوالية كوشي في A‏ وتؤول إلى . نظرا لتام ۸ء فإن × 3 A‏ 
دن A‏ مغلقة فى ×. 


وبالمکس ء إذا کان A‏ فضاء جزئياً مغلقاً في : و( (x‏ متوالية کوشی في ۸ء فثمة × تنتمی إلى الفضاء 
التام × بحيث أن × نہایة ( »). من هناء فإما أن آل×ھ 3 ]N‏ مجموعة منتهية تحوي cx‏ أو أا مجموعة 
لا نہائشة X4‏ نقطة نپا يه لها . وق كل : فان cA 3x‏ مما يەر دب clas A ol ade‏ نام . تا 


؟- نظرية بير 

3 ھا | الشأن : للست نظر ية التقا MO SIS ab‏ ومنها سسج نظر ية بار . 

تعريف . إذا كان Gye shad LW‏ (۵,×)؛ ومجموعة جزشة محدودة Go 8 bgt)‏ مغلق) غير خالية A‏ 
من ۴× ؛ فنعرف A) LS‏ ؛ ونرمز له ب (0)4 ٠‏ على النحو التالي: 
d(A)‏ = حعا ١‏ (طرة)0: {A 3 b,a‏ 


٥‏ نظرية (نظرية التقاطع لکانٹرا“). لیکن x‏ فضاء متريا LG‏ لتكن (,۴) متوالیة تناقصية من 
المعموعات المغلقة › غير الخالية ء فی eX‏ بحیث أن dF)‏ يؤول إلى 0 عندما تؤول ہ إلى ه . حينئذ یکون 
NF‏ جموعة وحيدة العنصر . 

البرهان. با أن (,4)5 يؤول إلى ٢ء‏ فإما أن SEAR‏ أو يحوي نقطة وحيدة. 


سن الات آٹ ,۶ غیر خال نختار x,‏ 9 فی .N Yn ٠‏ با أن x‏ 9 ,م > d(F Js «n‏ يؤول إلى ٥ء‏ 
of‏ (») متوالية كوشي في . إذن (») تؤول إلى نقطة × في ×ء لأن × فضاء تام. الآن نثبت أن 
x‏ 3 ,۴ .إذا يننا عدداً طبيعياً cm‏ فحینئذ | fox, Kye‏ متوالية کوشی في الفضاء Gil‏ المغلق ٍ۴ . 
فى ضوء نظرية ٤‏ ٦ء‏ فالفضاء 7 فضاء تام ء ما يترتب عليه أن المتوالية x)‏ تؤول إلى نقطة ا في ۴. 
من السهل بيان أن cy=x‏ ولذا Ob‏ × 9 ۶, لت 3 31. لا 

!یه تقر ليت LS yo Megat Fy chee clad X‏ لق ی Foy] Lut X‏ -©. حينئذ كل مجموعة 
جزئية مفتوحة فی ×ء غير UG‏ تحوي قرصا مفتوحا لا يقاطع ۴. 


الرھان, لٹکن تا جموعة Ue‏ مفنوحة فى ×. لنفرطن Yue‏ أنه أيأ كانت x‏ 9 تاء Ob‏ كل قرمن 


8٤2 ( \) 
Cantor (؟)‎ 
The diameter (*) 


The Cantor intersection theorem (+) 


العام والتراص ف الفضاءات المتريه af‏ 


۴ 


مفتوح مركزه × ومحتوى في U‏ يقاطع ۴. OS)‏ × ۶9ء أو x‏ نقطة ہایة ل .عا Fol‏ مغلقة إذن × ۶ 
في أي من ا حالتین۔ هذا یستلزم أن تا مجموعة جزئية من ۶ء ما يتناقض مع فرضية النظرية ء والق تنص 
على آن ۴ -4. إذن كل deme‏ جزئية مفتوحة في ×ءغیر خالية ‏ تحوي قرصاً مفتوحاً لا يقاطم ۴. ٦‏ 

۷ نظرية (نظرية بیر)'''. اذا كان × فضاء متریأً تاماء و,۴ مجموعة جزئية مغلقة في × بحیٹ أن 
,o= F°‏ وام 3 N‏ فحینئذ =(UF,)‏ © 

البرهان. لتكن x‏ نقطة في ٭ء و8)*:0 قرصا مفتوحاً مركزه Gage > OK‏ فبا de‏ إلى الحصول 
على نقطة في Bown)‏ لا تنتمي إلى UF‏ با أن م۶ >۵ فاستنادا على التمهيد ocd‏ قرص مفتوح 
8 ےک( B(x;r) 45% B(x jr‏ « و YB‏ یقاطم F,‏ لن 0 = lal‏ (م ۲ ×)8. k‏ اث ۶ dad d=‏ قرص 
مفتوح ,8 = رتا 29% ).51,4 «B(x,‏ ولا FF ab li.‏ لنکن G,‏ = لصاقة (م ,51 B(x,‏ بنفس الطر يقة › 
dons‏ فرص مفتوح ,8 = (رتزر*)8 ؛ محتوی في ),7 ,×) 8ء ولا يقاطع و رف وتا = لصاقة Bary)‏ 





الشكل(١,1)‏ العلاقة بين ,6و 8. 


إذا سرنا على هذا المنوال : تكون لدينا متوالية من المجموعات المفتوحة (.8)ء ومتوالية من ال جموعات 
المغلقة ( 6) بحیٹ أن 
BG, SE, AR 2 3‏ 
و (,006< 7-١‏ . باستخدام نظرية التقاطع لكانترء فإن GAG,‏ نقطة واحدة ٭. إذن ,58ء Ay}‏ 
, ن NG,‏ جو 
الان YB‏ تقاطع أيا من ,۴ ...., ,۴ =m‏ 2,1,...)» ولذا YB Ob‏ تقاطع 5 لا ما أن 3 (N9n\,B‏ 


Baire’s Category theoren or Baire's theorem (١) 


lef‏ مقدمة ف الولو جا 


داخل UF,‏ يساوي الجموعة الخالية. ل 

ملاحظات 

اذا كان X‏ فضاء bie‏ اما 9 ,لارا ء: جد LS jo Ole get‏ مفتوحة كشيفة XS‏ فحینئذ ,لاا مجموعة 
كثيفة في ×. 

داخل متممة A‏ = متممة لصاقة ۸. 

۲ . يقال إن الفضاء التبولوجي × فضاء بير إذا كان Sit‏ الشرط التالي: 

كلما كانت (F)‏ متوالية من الجموعات الجزئية المغلقة في الفضاء eX‏ بحيث أن ۴° -ض, ام 3 
(UF ol‏ = 

031 تنس bi‏ & مير de‏ أن clad US‏ شرق تام clad OSG‏ یر ولملتا ٹساءل: ا3ا X OW‏ فضاء 
بير 6 وقابلا للتعبير المترى : فهل یکون زا ما ؟ YI‏ جابة: لے ay‏ إذا کان × فضاء بار » فكذلك كل فضاء 
مكافىء له . الان (R=) (0,1) ron‏ فضاء بير ؛ لكئه لیس فضاء At‏ 

۸ تمهيد. إذا كانت LW‏ دالة 8 جه 4:8: ac ities‏ تشل للمجموعة (R39 x:x} = W‏ و] 
ستمرة عند Ix‏ على النحو التالي: 

. 3خ‎ ny ,R 5 جز تيه مفتو حه‎ AL got ثريا‎ Cum ؛‎ nw = W 

البرهان. نعرف ۷ء لکل عدد طبيعى ٠١‏ بأنها مجموعة الأعداد ا حقیقة التي تستوفي الشرط التالي: 
W 3 x‏ إذا کان “as‏ جوار مفنوح x dha U‏ بحث أن Ifly)-f(2)‏ >( كلما كانت y‏ و2 3 لآا. من 
الجلى» أن ۷۰ مفتوحة 3 ٤ Gly cB‏ ساٹ عند 9x‏ 8 إذا وإذا فقط O.N3nV,W 3x‏ 


الآى تق GU Sele!‏ أخرنا [لينه فى اَقدعة, 


۹ استنتاج . ليس ثمة دالة 8 جه ۴:8 بحيث تكون ؟ مستمرة عند كل نقطة قياسية » وغير مستمرة 


Baire space | \) 


الام والتراص فى الفضاءات المترية 1۰۵ 


الرعات۔ لتفرضى Sue‏ آن الاستنتاج غير صحيح ء dy‏ دالة 8 م ۴:8 بالوصف أعلاه. استناداً 
على مهمد haste “A, A‏ تعبير حموعة slac Yl‏ القياسية ء le sax ab lis‏ مفتوحھ ف : ا اا . .. لنضع 
F‏ - متممة W‏ فی 9,8 م N‏ . حينئد ۶ مجموعة مغلقة في 2٠,8‏ 3 ۷۷ء وعلاوة على ذلك : فإن: 


ID dead = R ۔‎ ۷۷۱, =UR- Ww =F, 
سو ضر اا اا سه‎ a, $= © للعدء فلها تعبير على النحو التالي:‎ ALG © ما أن‎ 
مجموعات مغلقة:‎ . G,,G, att N3nVcja} = ا و تا‎ * Gy ‘de كنا‎ «ov 


و Ry ),8 =UG,‏ فضاء تام ».فشمة ص 3 N‏ بحیث أن 6° +#(نظرية 7 بد أ عدا اسن كنا ا 
أن 0 مجموعة راق عن 9ء أو مجموعة جزئية من متممة ). إزاء هذا التناقض ؛ نستنتج أن لیس ثة 
le‏ ستمرة عقد. كل النقاط القياسية» ney‏ صتمرة عند أف. عن النقاط اللاياسة. تا 

ومن تطبيقات نظرية بير في التحليل الحقيقي » النظرية التي تنص على أنه إذا كانت ۸ + 5:1 دالة 
مسلمرةء و COSTE‏ فهنالك دالة ستمرة R‏ عه ]ع ميث أن حعا اوغا حع وع عير abl‏ للمفاضله عند أي 
نقطة في 12[(1] ص 297( 
۳- التراص في الفضاءات المتريه 

في هذا old!‏ نلقی الضوء على العلاقة بين Gel‏ القام والتراص ء في إطار الفضاءات المترية. 

ونبدأً بتقديم مفهومين جديدين: الحدودية الکلیة ء والتراص بالتوالي: 

تعريف . إذا كان × فضاء متریأء فيقال إنه حدود كايا ) إذا کان يحقق الشرط التالى: 

ا انت و عدون eh‏ جه Ate‏ ہے wel FU‏ المفتوحة فى ء بحیث أن نصف قطر كل منها 
يساوي ع › وتشکل غطاء للفضاء × 
المترى التافه R‏ محدودء فإنه غير محدود US‏ 

> فعال إن‎ dy sl جوكية‎ Aye XK فى‎ Ug JS أن‎ Gust bye clad x تعريقه. [ذ1 کان‎ 
متراص بالتوالي''.‎ 

الآن نبرهن النظرية الرئيسية فى هذا الجزء: 


Totally bounded )۱( 


Sequentially compact (؟)‎ 


ENS القردط.‎ GIS ميغد‎ chee sled X كان‎ 13) bs 4,1. 
ole shad XQ 

(ii)‏ × يتمتع بخاصة ب-و. 

. متراص بالتوالى‎ clas × (iii) 

US فضاء تام ومحدود‎ × (iv) 


البرهان. لقد x31‏ من قبل (نظرية ۲ ) أن (0 > (11)؛ والان نبين 5 (iii) Gi)‏ « و(ننناے (iv)‏ 
و(۷ن)اۓے((). 

الخطوة الأولى. (ننے>(ن): لنفرض أن (x)‏ متوالية في . لتكن A‏ = إل×اھم 3 [. إذا كانت A‏ 
rar Tee‏ منتهية › فئمة tA Za‏ وعدد لا Jl;‏ سن الأعداد الطبيعية : 11 ولاج .. ميث أت 
x =x =a‏ -.... إذن (x)‏ متوالية جزئية تقاربية من A(X)‏ 

إذا لم تكن ۸ منتهية : ؛ فنظرا إلى تمنع × بخاصة ب۔وء فشمة نقطة نباية * 3 × للمجموعة n Jk A‏ 
اریت أن ےد و An BERD‏ . ثم ncn, ks‏ بحيث أن 9x,‏ لكا NB)‏ ۸. بعد ذلك n, <n, jks‏ 

“a 

سیت AN B(x: ax, cl‏ . إذ سیر على هذا gt pean verge‏ سایلا Gs) pol) Sar‏ 
أن ئا < ل پ ز د × > ما يتبين منه أن ( ,& تؤول إلى x‏ 


الخطوة الثانية. (60»)1: Ue )»( SS‏ کوشی في ×. إذن ۷۷ء ٥>‏ ة ص بحيث أن 
d(x, x)‏ > : ع كلما كانت مه وم ے ص...(أ). با Ol‏ ٭نتاضی بالتوالي » فثمة × 3 ×» ومتوالية جزئیة 
تقاربيبة ) CF (x) ot‏ أن ) (x‏ توول إلى ×. إذن عة >> m‏ بياث أن dx)‏ > = 
كنا كانت Si‏ ا يترتب على (i)‏ 0 ب( أن( e>dd(xx‏ ل۷م > > cn,‏ أى أن ( > متوالية تقاربيةة 
إذن × clas‏ تام. 


6 فضاء sya‏ كلا : افر فی جدلا أنه ليس كذلك. Gut OE OS!‏ أن Gl‏ میق متا ید 
اق نی الفتوحة a‏ ا GW‏ نصف قطر كل منها يساوي CE‏ لا بشگل غطاء للفضاء jis X‏ 
× د . ا أن ( ع , »)8 لا ساوی ×ء فثمة ,× 3 متممة ( ع : B(x,‏ با أن (ع: B(x, ; E ( UB(x, i‏ 
لا يساوي 6X‏ فيمكننا أن نختار x,‏ فى متممة (ع :8)2[] )© .B(x,;‏ إذ انتم هذه الطريقة )\3 
بالاستقراء «(gab Jl‏ تكون لدينا متوالية (») بحيث أن × 3 متممة )© B(x;‏ 7 . من ثم » Ob‏ 
٤ S d(x, X,)‏ كلا كانت م > a‏ من هذا يتضح أن كل متوالية جزئية من ole)‏ متوالية تباعدیةء ما 
يتناقض مع افتراضنا ان × متراص بالتوالي . انت X‏ ندود US‏ 


الخطوة الثالثة . )> 00: لیکن × قضاء LE‏ ومخدودا US‏ لنفرض Yar‏ أنه غير متراص . ا ذن if‏ 


یھ یا سے غ اتات ڈیڈ ٣۷‏ 


غطاء مفتوح E‏ وم !165 بجوي غطاء چڑگیا le Lyte‏ أن X‏ غدود Ud US‏ + بذ × یت 
أن من غير الممكن تغطية ۸ = (8)*:1 بعدد منته من عناصر G‏ بنفس الحجة» UE‏ مجموعة ۸ بحيث أن 
قطر ,4< Ay ٠‏ محتواة في ۸ء وليس AE‏ غطاء جزني منته من JSG‏ . بالاستقراء الرياضي» إذن : 
توجد متوالية (ه) من | Sle ged‏ از لیڈ عن کل yl tea‏ 

(أ) قطر .۸< 2 

(ب) ,4 متوالية تناقصية. 

و( ج) لیس rt‏ عدد متته من G pole‏ انا تا مث ات AC UG,‏ 

N 9 ۷‏ حتار × 3 ۸. حینئذ d(x x)‏ .2 اص > e‏ ولذا (x) ob‏ متوالية كوشي ke Xd‏ 
أن X‏ اقضاء تام » فان (x)‏ تؤول }3 jks K 9x dl:‏ جواراً لا 3 ) للنقطة ×. إذن ةۃ >0 بحيث أن 
اا حوی (8)×:8. غختار ددا طبیعیأً ۲> د ضف Os). 2 Saux) Ol‏ (ؤ B(x:‏ نحوى cA.‏ ولذا فإن 
GU‏ ۸ء ما يتناقض مع تعریف ,۸. إذن × فضاء متراص . 


۸۹ تطظوية ین الغلا اللو لیکن shad X‏ شیا ستراساء ولگ © قطاء مھا له 
حينئذ ة8 >0 بحيث أن كل مجموعة جزئية من × لما قطر أقل من ة ؛ تكون محتواة في أحد عناصر 
A‏ 

icyet EN 9 n المطلربه. إذن لکل‎ Lat Gat أنه لس تق كه‎ Yue كرض‎ dla 
لنختار‎ A, جزئية غير خالية ,4 من × بحيث أن قطر ,۸ أقل من ل » وليس ئمة عنصر من ) يحوي‎ 
ولذا فثمة‎ cist متراص‎ clas × ob نقطة × 3 ه. م 23. استنادا على النظرية السابقةء‎ 
Od) ×۔‎ EUG 3 U جز غختار جرارآ‎ 3: x بحيث أن (,06 2 تقول ال نقطة‎ (x) ا جزئية (,*) من‎ 
2 أن 8ے‎ tut 73 1 الآن نختار‎ .U محتوى في‎ B(x:r) القرص الفتوح‎ ol سک‎ OS 2 
غير‎ A, ol luo gal Lust UD 8002 DB, LDA, من الجلى › | حينئذ» أن‎ + >d(xx,)s 
ع 8 تحقق الشرط المطلوب . ل‎ aes إذن‎ .G FET 3 عا‎ 


)3( قاع 3 sae‏ حمسا خم سے فيك العطاء کے سی و عو ل لفطاد ج 


سس gg‏ و 


The Lebesgue-covering lemma (١) 


Lebesgue number (؟)‎ 


م١٠‏ نقدحة قن الاجا 


يكننا أن نستنتج من قھید الغطاء للبيق أن الاستمرار والاستمرار المنتظم يتكافآن )13 كان نطاق 
الراسم فضاء متريا متراصا. 

تعريف. إذا كان ٤‏ رامماً من فضاء متري (068 إلى فضاء متري Vd)‏ فیقال إن ۶ ستمر بانتظاء!'' 
إذا كان Git‏ الشرط التا ی: 
VY‏ جع > 0 بوجدة > 0 ببحعث 7 
٤ <4) )8( ,flx,))‏ كلما كانت عوف× 3 ؛ و(رك, )0< ق. 


من الجلي أن الاستمرار المنتظم یستلزم الاستمرار . من جهة أخرى ؛ فإن العكس غير صحيح › إلا في 


: استنتاج . لیکن لدينا راسم مستهر‎ wit 
f:(X,d) جه‎ )۷,۹۰۱( 

)13 کان تھی تا clol jis shad‏ سيد يكين 8 سکراً بانتظاء. 

البرهان. لتکن ع >ہ. استنادا على استمرار ۶ء فإن | [Y 3 ۲:۲۱8٥,‏ غطاء مفتوح للفضاء ×. 
لیکن ة عدد لبيق لبذا الغطاء X)‏ متراص). من تم ء إذا كانت ×ور× 3 ×» ور »)0< فثمة ر و۷ 
بحيث أن BY 3 f(x,)5 « f(x,)‏ إذن (,*)1,( )0< ع مایثبت أن ۲ ستمر بانتظام. م 

إذ تطرقنا لدراسة الفضاءات المترية المتراصة » فلا بد من الاشارة لنظرية Old‏ مكانة مرموقةء فى 
هذا الصدد؛ وتنص على أن كل Gre clas‏ متراص يكون صورة مستمرة لفضاء كانتر ) [7]). 


Uniformly continuous | ١ 


العام والتراص 5 الفضاء ات المتريه ۹ء 


)٦( تمارين‎ 


الأول. 

بين أن IS‏ س القضاسن التاليين plead‏ جا 

۸×۷ (ھ)‎ (Î) 

(C(,d,) (ب)‎ 

بین أن clad (CW)‏ غير تام. 

لیکن 0٥و‏ ×) و(رهور×) فضاءين cual‏ وه ا مترك على ,×× × المعرف على النحو التا ل: 


‘ EF XxX 3 x! = (x! ور '×ر‎ XXX, 4 ¥ = (x, ,x,) ادا كائنت‎ 
d(x,x!) ”7د‎ ((d, (xx J) + ص×))‎ 1 ((( 
فضاء تام.‎ (X,xx,,d) أن‎ cul 


hol xe مثالا لفضاء مەري نام وخعدود: ولیس‎ pial 


الثانى 


ایرد Gye ola We‏ لسن clad‏ بير 

بين أنه إذا کان ۷ > × راسا مفتوحاً ومستمراً وغامراً » وكان × فضاء بيرء فحینئذ لا فضاء 
بير. 

قرر ما إذا كانت الدعوى التالية صحيحة أم لا: 

إذا کان × clas‏ تبولوجیا اض حینئذ Ol‏ × فضاء بير. 

لتکن ؟ الدالة المعرفة على R‏ على النحو التا ی: 

إذا كان x‏ عددا قباسي : p/g= x‏ حيث م و عددان صحيحان ؛ ٩‏ >۰0 و( وم) ١-‏ » حینئذ 
ct = 9‏ أما إذا كان Lobe x‏ فنعرف: a coal .0 = fx)‏ 8 ج 28 ستمرة عل 
مجموعة النقاط اللاقياسية» وغير مستمرة عند أي من النقاط القياسية. 


بث آئه 131 کان shad X‏ عا LG‏ ولس ةقاط Dy jae‏ تہ نات عة غر dal ULE‏ 


١١‏ مقد مة فى التولو جا 


الجزء الثالث. 


٠‏ لیکن {a,b}‏ الفضاء اللامتقطع الکن من تقطعت  clad Ny‏ الخاد Gy‏ أن “ADFXN‏ بج 


بخاصة ب-وء بيد أنه ليس متراصاً. 


۱- اثبت أنه إذا كان LW‏ فضاء مترى متراص ×» فثمة مجموعة جزئية قابلة للعد من × ج . 


7- ہیں أن تركيب راسمين مستمرين بانتظام هو راسم مستمر بانتظام. 


ry, 


BE) یی‎ 





سلمات الفصل والعد 


Separation and Countability Axioms 


ہے لیا 


مقد مك 


يتمتع الفضاء المتري بكيان تبولوجی غنی: يتجلى ذلك من دراستنا للتراص فى الفضاءات ال تریة 
وتدلل عليه الحقيقة ASUS!‏ 

]13 کان لديدا فضاء AS) Ge «Gre‏ حن تقطة: فثمة دالة pd Byer‏ اة عله 
(قارين :)١(‏ م6١).‏ وعلى النقيض من ذلك الفضاء اللامتقطم: فهو فضاء تافه » لا يكون نطاقاً لأى دالة 
مستمرة غير ثابتة. dey‏ أصناف من الفضاءات التبولوجية » نقدمها في الفصل الحالي » تقع بين هذين 
الطرفين » وتتدرج في الأهمية ؛ وتعرف بالفضاءات ٢٢ء‏ والفضاءات ,7 (وقد مرت علينا) » والفضاءات 
النتظمة » والسوية. وسوف نقوم بدراسة pal‏ خواصهاء والعلاقات بينها. 

وأهم هذه الأنواع ء الفضاء السوي. وعلى الرغم من أن السواء وحده لا يستلزم قابلية التعبير المترى : 
إلا انه إذا كان الفضاء سوياء ويحقق مسلمة العد الثانية ء فحينئذ يقبل التعبير المترىي. هذا ما حدا بنا 
لتقديم مسلمات العد ؛ في هذا الفصل: ففی الفصل التالي: نتناول نظرية التعبير المتري . 


T,9 T91, ملات الفصل‎ -١ 
إذا کان‎ ٣, أو یستوفی مسلمة الفصل‎ ٣, تعريف. إذا کان × فضاء تبولوجيا ء فيقال إنه فضاء‎ 
يحقق الش رط التا ی:‎ 


إذا كانت x‏ ولا 9 <اء و«#لاء حينئذ ثمة جوار مفتوح ناللنقطة x‏ بحيث أن نآلا تحوي Ly‏ 


T, - space )١( 


The 1, - separation axiom (۳) 


VAT‏ مقدمة فى lott‏ جا 





الشکل(۷,۰۱) ملمه الفصل T,‏ 
۱ مثال: )13 كان × فضاء مثریأۃ فحینشذ X‏ فضاء T,‏ 
۲۴ مشال. clas‏ المتممة المنتھہ 
۳ مثال. الفضاء اللامتقطع ليس فضاء ,۲ إلا إذا كان وحيد العنصر. 
كنا قد غرفنا مسلمة الفصل GT,‏ الفصل GW!‏ فيا يلى: ملخض لاهم خواص الفضاءات ,"ور 
أ) إذا كان x‏ فضاء تبولوجياء فإنه فضاء 7 إذا وإذا فقط كانت كل مجموعة جزئية منتهية من × 





ATT, clad A يكو‎ item (TIT, clad جریا من‎ clad A بع )13 كان‎ 

ج ) سلمة الفصل (TT,‏ خاصة تبولوجية. 

د ) لیکن × = ٩۳×‏ فضاء جداء. لكي يكون × فضاء (TT,‏ فیلزم ویکفی أن يكون × فضاء 
,)٢,(۲‏ 91۷ ل. 

ه ) من الواضح ء أن استیفاء مسلمة الفصل ر7 يستلزم مسلمة الفصل ,7. بيد أنه توجد فضاءات ,7 
ليست ,1. لتأخذ مثلا الفضاء [١و١-۔]ء‏ ولنعتبر فضاء المطابقة × الناشىء عن اعتبار. x‏ مطابقة (=x J‏ 
كلا كانت usa‏ جن × فضاء ,7 وبي فضاء ,1 إذ أن كل جوار للنقطة ١‏ يقاطع كل جوار 
Fe’ th‏ ۱ 7 ظ 

و ) تة فضاءات قرو توجد أي دوال مستمرة غير ثابتة علیھا فقد ja‏ الفصل الرابعء إلى أن 
MLS‏ قن Ul‏ شول جیا N Je U‏ بحيث أن (NU‏ فضاء متصل و,91[1]). عا ان LEN‏ للعد : tad‏ تب 
على استنتاج ٠8‏ و أن اليس XE‏ ذالة مستمرة غير ثابتة على (N,U)‏ 


Golomb ( \) 


الات القصسل والس ١١+‏ 


فضي الآن لدراسة الفضاءات ا منتظمة. ونود أن تلفت النظر إلى أنه ليس Whe‏ اتفاق عام على 
تعريف . لیکن × clas‏ 1. يقال إن ×منتظم!''' أو يستوفي مسلمة الفصل ,۲ إذا كان Sit‏ الشرط 
‘dul‏ 


كلا كانت ۸ مجموعة جر له مغلقة » غير خالية » من 76: و× 3 ۸° dats‏ جوار مسوم تاللْقطة x‏ 
وجوار مفتوح ۷ لہ HEA‏ ان آو/ا لا يتقا طعان . 


٤‏ مثال. کل clas‏ متقطع هو clad‏ منتظم. 
ت۶ ٣مثال.‏ اذا كان × ie‏ اض وھاوسدورف ؛ فحینئذ × فضاء منتظم (نظريتي ۸ 6ق ؤ۰۹ ۵). 
من الجلى أن الانتظام ستلزم سلمة الفصل ٦ء‏ والمثال التالي ؛ يبين أن العكس غير صحيح . 
د. bey,‏ یر المسوعة. S SIR‏ المسوسة WK‏ من كل OLA!‏ النتوسةء زاقدا dc yet‏ 
الأعداد Lil‏ ©. لتكن edly‏ على ۸ المولدة من القاعدة: 
:S N..NS }‏ 35 5,رم> ١‏ > ارم 123 


من الجلى » أن /] أكبر من التبولوجيا المعتادة» ومن ثم » فإن (Ryu)‏ فضاء هاوسدورف. 

إذا اعتبرنا الآن مجموعة الأعداد اللاقياسية ۴٢ء‏ نجد أنها مغلقة في هذا الفضاء ء ولا تحوي العدد ١‏ . 
علاوة على ذلك : فكل جوار مفتوح ل Oe‏ يقاطع كل جوار مفتوح ل ١ء‏ مما يؤدي إلى أن RIV)‏ ليس 

فما يلى ء نبين أن الانتظام يبقى عندما ننتقل من clad‏ منتظم إلى فضاءاته الجزئية » أو إذا أنشأنا 
نضاء clue‏ من #سوعة فضاءات. daze‏ وق سيل ذلك ؛ تيرد Vol‏ غاصضة aye‏ للاقتظام 

تعريف . يقال إن 6 جوار مغلق'"'ل GA‏ الفضاء × إذا كانت 6 مغلقة في ×و*6° جوار مفتوح ل A‏ 
XG‏ 

۷ نظرية . لیکن x‏ فضاء ,7. لكي يكون × فضاء منتظم] فیلزم ويكفي أن بحقق الشرط التالی: 

إذا كانت × 3 ×» حينئذ کل جوار مفتوح للنقطة x‏ يحوي جوارا مغلقا ها . 


Regular (') 


Closed neighbourhood (T | 


١١+‏ مقدمه فى الشبولو جا 


البرهان. لنفرض أن × فضاء مننظم. لنفرض أن U Oly X 2x‏ جوار مفتوح ها . إذن US = A‏ 
مغلقة في × ولا GF‏ ×. من ثم » فيوجد جوار مفتوح cx SV‏ وجوار مفتوح SW‏ ۸ بحیث أن ۷ لا 
تقاطع ۷۷. الآن We‏ مجموعة مغلقة تحوي ۷ء ومن ثم ء فإنها تحوي 7. با أن نا تحوي ۷۶ء VG EU Ob‏ 
إذن ۷ جوار مغلق ل x‏ محتوى فی [1. 


ox مفتوح ل‎ glee عه‎ ol ۔ نا‎ AS 3 × Oly مغلقة فى ×ء‎ A العكس . نفرض أن‎ OLY oF Sb 
وتحوي ۸ء ولا تقاطع الجوار‎ 6X حويه 4 . حينئذ ۷ = ۷۶ مجموعة مفتوحة في‎ × JV gles فثمه جوار‎ 
إذن × فضاء منتظم. م‎ .x للنقطة‎ ve الفتوح‎ 

7 نظريه 

lacie clad 8 من ×ء افحینقد‎ Wie slab نظا وڈ‎ slab K OW اذا‎ (i) 


Gi‏ إذا كان × فضاء ace‏ لكل زفي عائلة 1ء فحینئذ فضاء ال جداء TX‏ يكون منتظ) 

البرهان. 

0 لنفرض أن A‏ مغلقة في 9ء وأن × 3 5-4. إذن ثة مجموعة مغلقة GA,‏ × بحيث أن ۸۸ 8-5 . 
الفضاء eX‏ بحيث أن =o‏ ۷ بلا من ثم » فان SMU, =U‏ جوار مفتوح ل GA‏ الفضاء 8ء و۷“ ۹0۷ 
جوار مفتوح ل x‏ في الفضاء 8ء ونا لا يقاطع ۷. من ثم » فإن 5 clad‏ منتظم. 

1 8 ج غیت راسي کرد وكين BE‏ جوا مفتوح ل x@)‏ 3 ×, از 3 ل . نظرا لانتظام ×» فثمة جوار 
مغلق JV,‏ ((ز)× في × بحيث أن ۷ محتوى في [21. من مم › فإن ۷ = 507 جوار مغلق للنقطة cx‏ محتوی فى 

LJ منتظم.‎ clad × Ob » السابقة‎ i, dad اسقياها عل‎ .U 


۲ مسلیات العد 
تعریف . الفضاء التبولوجي LUX‏ للفصل''! إذا كانت مُة مجموعة جزئية من EX‏ قابلة للعد » وكثيفة 
فى × 


4« مشال۔ إٰذا كان × clad‏ تبولوجيا ء وکانت X‏ جموعة ALG‏ للعد ء حف رکون SLX‏ للفضل . 


Bl ني‎ al ۸” كي نبين ذلك» نثبت أن لصاقة 96 تساو‎ alll ابن‎ RP cll مشال. لفضا‎ ٠ 
جخیٹ أن‎ ۹. geld one LS : با أن 0 كثيفة فى ۸ء‎ x السو 9 0 أ عر اكز فى‎ 


Separable ( ١ 


غ 


SCX FE yr‏ ری اکا صحصث ا احداشات .X‏ ادن ۹-( ۹۷..... Ox,‏ 5 و(و,::) ل< € أى ان 
tl 5 ۱ 1 ١‏ 
و 3 B(x;£)‏ . يريب على ذلك ان × و ٢‏ وسن م RP 3 da S Q" ols‏ , 

. مثال. اذا كان × فضاء متقطعاًء فإنه قابل للفصل إذا وإذا فقط كانت × مجموعة قابلة للعد‎ 0١ 
إذا كانت × غير قابلة‎ ۴+۸۸ Ob ذلك لأنه إذا كانت ۸ مجموعة جزئية قابلة للعد من ×» عندئذ‎ 
. للعد‎ 

5 مثال. (1(,4)©) فضاء قابل للفصل . استنادا على نظرية وایرستراس''' المعروفة في التحليل 
الحقيقى » Ob‏ مجموعة كثيرات الحدود Rix]‏ كثيفة في (CMM)‏ من ثم : فمر. السهل أن يبين أن Ob]‏ 
كثيفة في (6)00,0). ما أن Q]×[‏ قابلة للعد ء إذن (,1(,4)©) قابل للفصل . 

۳ نظريه. اذا كان × clas‏ تبولوجیا Sar‏ للفصل ؛ ولا جه- 2:3 راسما ستمرا وغامراء حینئد 
ob‏ الفضاء ۲ قابل للفصل . 
البرهان. لنکن ۸ مجموعة LG‏ للعد وكثيفة فى . من oe‏ فإن £(A)=B‏ قابلة للعد. الآن نبس اج 

8-لا. نفرض أن ۷9ء وأن N‏ جوار مفتوح ل ب في ۷. يترتب على استمرار of‏ أن PIN,‏ مفتوحة في 
. عا fol‏ راسم ple‏ « حينئد ,۱۷ غير خالىة. Jad os!‏ الل نما يستلزم BAN 31)( ol‏ . 2 
.Y=B Ob if‏ لا 

. استنتاج. قابلية الفصل خاصة تولوجية‎ ٤ 

الآن نقدم مسلمتي العد الأولى والثانية. 

تعريف . يستوفى الفضاء التبولوجي × سلمة العد الأولى''' أو هو فضاء ,€" بشرط أنه إذا كانت 
Le × 3 x‏ مجموعة LG‏ للعد من الجوارات المفتوحة xd‏ ,لالررلا,... | cus‏ أن كل جوار للنقطة oF x‏ 
واحدا سن seg N,‏ 

يسنو فی الفضاء التبولوجي × مسلمة العد al ESS!‏ هو فضاء یں إدا كانت له قاعدة مفتو حه 
abl‏ للعد . 


Weirrstrass (1 ) 

The first countability axiom ( (؟‎ 
۲ - Space (؟)‎ 

The second countability axiom ( £ ) 


C_ - space (0) 


١١5‏ مقدمة فى التبولوجيا 


من ا جلي ء أنه إذا كان لدينا clad‏ ,©» فإنه يكون clad‏ ©. من ناحية أخرى. إذا كانت × قابلة 
للعد » و× فضاء :ا clas × tise‏ دسا 

البرهان . لتكن {BB}‏ قاعدة مفتوحة ل . نحتار ,0 3 YB,‏ م 3 oN‏ ونضع =A‏ | رط ,ط,...[. 
واضح أن ۸ قابلة للعدء وتقاطع کل مجموعة مفتوحة فى × . من Ob ce‏ × قابل للفصل ° ][ 

C, نظریة. )13 کان × فضاء تبولوجيا » قابلاً للتعبير المترى ؛ وللفصل » حینئذ يكون × فضاء‎ ٦ 

البرهان. لنفرض أن تبولوجيا الفضاء × ناشئة عن المترك 4 . با أن × قابل للفصل » فثمة مجموعة 
=A‏ | ,2,ية,... ! كثيفة ٤‏ 8 الام نبين أن المحموعة القابلة للعد : 
3n Bla 4) $=B‏ , 039 ! 

قاعدة مفتوحة ل ×. إذا ims Gael‏ وخرارا مفتوحاً نا ل × فثمه قرص سرن ke. Wap Biel‏ 
أن ۸ كثيفة في × فثمة a,‏ 43 بحيث أن لم906< ع ع . aad‏ :-(,005,8 . ما أن 0 كثيفة فى 8ء فثمة 
tus 035‏ ا ee‏ کا wy.‏ على ذلك Bla :۹۱( ole‏ جوار 5 × Bool. B(x) 3 (See‏ قاعدة 
مفتوحة ل eX‏ ومن تمء OB‏ × فضاء وناء لا 
() النظرية السابقة تزودنا بعدد من الأمثلة لفضاءات تستوفي سلمة العد الثانیةء فمثلاً "۴ء و(00,4©): 
والفضاءات المتقطعة القابلة للعدء كلها فضاءات ,©» وفق نظرية ۷,۱٦‏ ء والأمثلة۷,۱۲-۷,۱۰. 
التبولوجيا U‏ على 82ء المولدة من القاعدة المشكلة من المستطيلات النصف مغلقة - مفتوحة. انتا نجد أن 
7 كشيفة فى هذا الفضاء » ومن ثم فهو قابل للفصل . بيد أن الفضاء الجزئي x+y=0‏ فضاء متقطع + غير 
قابل للعدء ولذا فهو غير قابل للفصل (مثال ۷,۱۱). 





JCI‏ )1 ,¥( قابلية الفصل لا 555 للفضاءات ال تة ذوماً. 


لات الفضل sally‏ ۱۹۱۹۷ 


(iii)‏ !دا كان × A4 iC, clas‏ فضاء lë‏ من ار سند یکون A‏ فضاء ونأ . oY‏ إذا كانت 
N 3 n:B |‏ تقاعدة مفتوحة ل ×: n:ANB } ob‏ و N‏ قاعدة مفتوحة قابلة للعد ل A‏ 

liv)‏ في ضوء «lilly Gi)‏ یتضح أن قابلية الفصل لا تستلزم سلمة العد الثانیةء فالفضاء (87,0) الذي 
عر (ii) 3 ols‏ قابل للفصل » ولیس فضاء C,‏ 

۷ نظرية. إذا كانت J‏ جموعة قابلة للعد ء وا فضاء jC,‏ 3ل[ حینئذ WX, clad! clas ob‏ 
فضاء ٣,‏ . 


البرهان. لنفرض؛ دون ساس بالعمومية» أن 8-3. لتكن 8 قاعدة مفتوحة قابلة للعد 
ل ,0م و . لتكن 8 مجموعة المجموعات الجزئية من WX =X‏ المعرفة على النحو التالي: 


{N 3n ,ISiSn N 9k,B, 3B, :P B,N..NpPy, B, ]- 8 
i ١ | ۱ 


من ا لی أن 8 قاعدة مفتوحة › als‏ للعد » للفضاء X‏ من ثم ؛ فان × .C, elas‏ لا 

& نوع آخر من الفضاءات ذو صلة بالفضاءات التى تستوفى مسلمة العد الثانية: 

تعریف . يقال إن الفضاء التبولوجي X‏ فضاء Geb ad‏ | دا کان کل غطاء مسوح x al‏ يحوق 

من الجلي؛ أن كل clad‏ متراص يكون فضاء لينديلوف . 

۸ نظريه. إذا كان LJ‏ فضا ,.0,×, فحينئذ يكون × clas‏ لیندیلوف . 

البرهان. لیکن G‏ غطاء مفتوحاً ل ×. لتكن 8 - ١‏ 8: هم 303 إ قاعدة مفتوحة ل . (X39 «٠7‏ 
عة 0696ء و,8 3 8 بحيث أن × BS .6 DB‏ الجموعة الجزئية من 8 المعرفة على النحو التالي: 
,38 8 إذا كان & عنصر في الغطاء 6 يحوي ,8. من ثم » فإن عناص ر8 تشكل غطاء ل ×. لتكن 2۴ 


|۸ 3 ا‎ :6,[ Ob › نحوى 8 3 8 . من مم‎ 6 ol tut G 9G, نختار‎ cK و‎ ٠0.8“ J مرقمة‎ able 
O . لیندیلوف‎ clas × قابل للعد من 6 ل . إذن‎ Gye غطاء‎ 


نترك للطالب مهمة برهان النظرية التالية: 


Liidêlof عسو‎ (1) 


م١١ te aie‏ في التبولوجيا 


۹ نظریة. تنكافاً الشروط التالية بانسبة للفضاء المتري : 


C, يكون‎ ol (i) 
یکون قابلا للفصل‎ ol (ب)‎ 
. (ج) أن یکون فضاء لندیلوف‎ 


,= الفضاءات الويه 


فى هذا OLY!‏ نتوصل إلى النتائج التالية: 


. قابلية التعبير المنري ستلزم السواء‎ ١ 
لينديلوف ومنتظم يكون سويا.‎ clas ؟--كا‎ 
فالشرط اللازم والكافي أن تكون 3 قابلة للعد.‎ by 8' لكي يكون الفضاء‎ -+ 


تعريف . إذا كان لدينا فضاء تبولوجي ,7ء فيقال إن × (TG ge‏ إذا كان يحقق الشرط التالي: 


ل eB‏ يك أن Yu‏ تقاطم ۷. 


۰ مثال . ذا كان × فضاء متراصاً وهاوسدورف» حینئذ يكون × bye‏ (نظريتي ۵,۸ و١٠,0).‏ 
۱ مشال. کل فضاء جزلي مغلق من فضاء سوی یکون سوا 


5 نظرية. قابلیة التعبير المتري تستلزم السواء . 





الشکل (۷۸۰۴۳) سواء الفضاء Sh‏ 


Normal ( ۱ 


مسلیات الفضل: والعد ١4‏ 


البرهان. لتكن By A‏ مغلقتين فى الفضاء المترى (Xd)‏ ولا تتقاطعان. با أن 8 مجموعة مغلقة: 
حينئذ ۷ 2 3 ECA‏ ع >0 بحيث أن القرص المفتوح YBlae,)‏ يقاطع 8. بنفس الحجة» 5٠9‏ 3 8 ثة 
فرص مفتوح (يع:8)6 لا يقاطع A‏ 

U aad‏ = نگم)ھ Vy «U‏ = لقعبم)8 نا 

8 3 A 3 — 

من الواضح U ol‏ و۷ جواران مفتوحان ل ۸ و8 على التوالی . لنفرض .UNV 3 x ot Yas‏ إذن عة 

8 وٹ 3 8 بحيث أن دو ت00۹ھ م لكبم)ه ا عق نات أن 
d(a,b) > d(a,x) + d(x,b)‏ 
| پگ max. j‏ £ 


و هدا يتناقض مع تعر یف وں٤.‏ دن ab lin Yu‏ ۷ھ من ثم ؛ فان × فضاء سوى . (] 


سرق OY‏ خاضة dpe‏ للسواء : 

»× مغلقة في‎ A لے سینا إذا وإذا فقط كلا كانت‎ eae نيتالل‎ .1, clas × نظريه. لیکن‎ ٣ 

البرهان. لنغرض أن لاسو , لکن A‏ ےڈ مغلقة فى ×٭؛ ولا جوار beatin‏ ل ۸. إذن US‏ مجموعة 
مغلقة لا تقاطع ۸ء ا أن × سوی؛ قثمة جواز مفنوح A JU,‏ وجوار ut US JW ‘Cann‏ آٹ U,‏ 
لا يقاطع 7. إذن ,تا محتواة في ۷۶ء ولذا Ob‏ ,تا محتواة في We‏ إذن ,لآ جوار مغلق ل A‏ تحويه [1. 

Sb‏ الآن OLS‏ العكس. لنفرض أن By A‏ مغلقتان في × ولا تتقاطعان . من ثم » فإن “8 جوار مفتوح 
ل ۸ وإدذن فثمة جوار مغلق ۷ل A‏ تحویه “8. إذا وضعنا ۷۶۷۷ء يكون لدينا جوار مفتوح ل PA‏ 
۶ وجوار Cam‏ ل 8 وهو ۳٢۲‏ و٣۷‏ 5 یقاطع . X Oo!‏ فضاء Go‏ . لأا 

عضي الان لا لقاء الضوء على العلاقة بی السواء والانتظام. إنه لن ا لی أن السواء يستلزم الانتظام : 
فاذا عن العكس؟ في هذا الثأن لدينا: 

V, TE‏ نظریه . إ دا کان X‏ فضاء لينديلوف وکان ملا ۽ فحن لد یکون فضاء سوا 
فیترتب علق انظرية 7ه چ اہ عو د .كر UE‏ جوار مغلق محتوی في ال جموعة المفتوحة Bo‏ من مء فإن 
t=G‏ 6 : 0 جوار مغلق لنقطة 3 cA‏ ون لا يقاطع 8 ! غطاء ل res | A‏ 

۸= 1 : 1 جوار مغلق لنقطة في 8 بحيث أن YH‏ يقاطع {A‏ غطاء ل 8. يترتب على ذلك أن : 


(A U !ء(8‎ U | H 3 H : H tujG3G:G} 


‘T's‏ مقدمة فی التبولوجيا 


غطاء مفتوح ل ×. با أن × فضاء لينديلوف» فثمة G,‏ ,03....6 و,۴1, ,....19/ بحيث أن : 
.X = (UG? ) U(UH® ) U (AUBY‏ 
نعرف الجسوعات Vig UL‏ على التحو JUS)‏ 
(U H,)‏ - 6 - تا 
.V =H - (UG)‏ 
dee OI‏ ما يلي : 
(I)‏ ن و ۷ مفتوحتان في ×, Nan‏ 
(ب) إذا كانت ه > صء حينئذ ,نالا تقاطع ,88 ولذا YU, Ob‏ يقاطع ,۷. 
(ج) إذا كانت ۸ < cm‏ حينئذ ,8لا تقاطع 6G‏ ولذا ob‏ ,نالا تقاطع Vi‏ 


= 


با YH, ol‏ تقاطع ۷,۸ » 3 CN‏ فإن A‏ محتواة في لا = ,نا لا . بحجة مشلہةء فإن 8 محتواة في 
ل 8ء .V abla YU,‏ إذن × elas‏ سوي. تا 

فی ضوء النظرية التالیةء يتضح أن الانتظام وحده لا يستلزم السواء . 

6 نظرية. لکی يكون الفضاء ۸ سوياً» فالشرط اللازم والكافي أن تكون 3 قابلة للعد. 

Ole yl 
للعدء فيترتب على نظرية ۷,۱۷ ء أن ۸ فضاء ,٥ء ومن ثم فهو‎ ALU الکفایة: ما أن ۸ فضاء ,©» و[‎ 6( 
منتظم إذ هو جداء فضاءات منتظمة (نظرية‎ RI فإن‎ «CUS لينديلوف (نظرية ۷,۱۸). علاوة على‎ clas 
.) 7, ¥¢£ دن 81 فضاء سوک ( نظرية‎ AVA 

(ii‏ اللزوم: نثبت أنه عندما OSG‏ 3 غير ALU‏ للعدء فإن 8 غير سوي . فی ضوء مثال ۷,۲۱ ء فيكفي 
أن سے أده 

RI فى‎ glu NI 0 

Se غير‎ NI itl (ب) الفضاء‎ 

إذا كانت × INI‏ فثمة ¡ 3 [ بحيث أن () × و ا - 8 ولذا N) Ob‏ - 8) 20 جوار مفتوح 
ل ox‏ محویہ CN!)‏ | دن (NI)‏ حموعه مفتو حه › ومن م فان NI‏ محموعه مخلقة .R? J‏ 

لننتقل الآن إلى (ب). سوف نورد مجموعتين مغلقتين فى الفضاء ۱۷ء غير خاليتين ؛ ولا تتقاطعان ؛ وق 
ذات الوقت» Ob‏ كل جوار مفتوح للأولى يقاطع كل جوار مفتوح للثانية. لتكن A‏ و8 الجموعتین 
التاليتين: 


١ sally لات الفسل‎ 


}N - itn واج من ڑپ‎ | enti نحوى على الأكثر‎ x! inf: لير‎ 3 x = A 
IN = 29n J من‎ lawl عل الأكثر سٹرآ‎ (SF x! dnt: NI 3 »]- 8 

نين أولا أن By A‏ مغلقتان فى 8. لنفرض أن × وعم = N= A‏ إذن jj] #ncN 3nd‏ 
ور 33ء يبك أن ذخ رزو( x‏ = لزا × = ه. من ثمء فإن (nf) MP! np)‏ !م جوار مفتوح 
ل cx‏ محتوی فى ۸۶ اذن AS‏ مجموعة مفتوحة » Ay‏ مجموعة مغلقة في NY‏ بحجة مشاببة » يكن أن نبين أن 8 
مغلقة أيضاً فى ٭. 
التالي: | = j)‏ و گے 3 ل. a‏ صوء دعر يف elias‏ الحداء» فثمة ار لاو Su 13 a,‏ أن 
ات nf Pa, 1D‏ )جم جوار مفوح ل «اءونحويه نا.واضح ان x‏ 13 إذا وإذا فقط 
كانت xi jl = xX (j)‏ مء On,‏ 1 : 


لتكن x,‏ 3 ۸ معرفة على النحو التالي: 
ہے lo} «x, (a)‏ كانت ”کے ۱1ء و1 = x, j)‏ فما عدا ذلك. بنفس الححة السابقة: َه omen,‏ 
poles‏ 3[ 8,۰ >8 ےہ؛ بحيث él‏ المجموعة ,تا = ×3 x (a) =n: N"‏ إذا كانت ,هكم ک1؛ 
وا = ls} x(a)‏ كانت {nj<n<n,‏ جوار ل x,‏ محويه تا. 

إ3 سير عن هذا الموال: ممصمل Gee‏ مالا فى ۶ ه. a,‏ ومعوالية سن الأعداد: 
m>n>n, = 0‏ ... بحیث 95 | جموعة : 


(n, <nSn, إذا كانت‎ x(a) =1 إذا كانت ,ہے۸ ڪا,‎ x (a) = :م‎ N 3 « 5u 


جموعه ep‏ من ل, ا¡ 3 .N‏ 

الان نعتبر النقطة 836 حيث ه -(4) ط كام ول و2 = dG)‏ فيا عدا ذلك. نضع 
K‏ = إ faa‏ لنفرض أن ۷ جوار مفتوح ل 8. حينئذ ۷ جوار ل ط وإذن ئمة مجموعة جزئية منتهية 
ا من (ء سی أن السا 


37 دواد رے راج ہہ 013ك, 2= () ع , 9ازة ع - 1! 


جوار مفتوح ل cb‏ محویه ۷. 
الان نبين أن ۷۱ تقاطم UU,‏ . لنفرض حدلا ان هدا عير صحيح . N 3 i sd‏ فان aN‏ 
تقاطع .U‏ هذا يستلزم انه 1'7 3 ٦‏ عة م و N‏ بحيث أن ,مكمه کیہ و,13ء مما يتبين منه أن .ا مجموعة 


۲ تقدمة اق Lely‏ 


لأباقة, نظرا لهذا التناقض» ob‏ ں۷ تقاطع ,نالا ء وإذن فإن نا تقاطع ۷. 0 

ملاحظات . 
() إذا كانت 3 غير LE‏ للعد ء Ob‏ الفضاء 1 فضاء سوي GY‏ هاوسدورف ومتراص (نظرية تيخونوف). 
الآن إذا اعتبرنا الفضاء الجزئي !60,0 نجد أنه مكافىء تبولوجيا ل RY‏ ومن ثم فهو غير سوي. إذن 
سام الفضاء لا لر سواه فضاءاه الجوكية., 


Gd‏ يتبين من النظرية السابقة أيضاء أن جداء فضاءات سوية معطاة» لا يلزم أن يكون سويا. 
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2 


سلمات الفصل والعد ١‏ 


تمارين( ۷ ) 


الأول 
لیکن × clas‏ تبولوجياء وليكن 4 الفضاء Gish‏ من clad‏ الجداء × × × المعرف على النحو 
التا ی: 

فے إ وی ع و ع أ 
بين أنه کی يكون × هاوسدورف › فيلزم ویکفی أن A OS‏ مغلقة في × Xx‏ 
يقال إن × متراص لیا إذا كان لكل نقطة في × جوار مغلق متراص . 
بين أنه إذا كان × متراصا Le‏ و٦‏ فحينئذ × فضاء منتظم . 
إذا كان × فضاء ,٦ء‏ فیقال إنه منتظم (MUG‏ إذا کان يحقق الشرط التالي: إذا كانت A‏ مغلقة في 
٤ء Mo Utd CAD xy‏ مشيرة 1ح ڑ٤ cut‏ أن }0{ = (۸) ۴و1 = f(x)‏ 
بین أن الانتظام التام يستلزم الانتظام» أما العكس فغير صحيح . 


awl, 


بين أنه إذا كان × فضاء «C,‏ حينئذ کل قاعدة مفتوحة ل × Gye‏ قاعدة مفتوحة AL‏ للعد 
val‏ ا 

CC, القضاء‎ Min المتسية ال عل‎ Leg الس‎ had LER ol من‎ 

بين أنه إذا كان 4 = × clas‏ جداء » Cus‏ [ غير cde AL‏ وا يحوي أكثر من تقطة: 
۷ [ 3 لء حینئذ X OF‏ لبس فضاءٌ ,0). 

بين أنه إذا كان × متراصاً وهاوسدورف » وكانت × قابلة للعدء فحينئذ × فضاء ,© (ومن ثم AC,‏ 


الثالث. 


٠‏ انگ Lege‏ عل الرقد من افاصع USA‏ من Ol pall‏ الصف de gtin - Mile‏ بت آن 


بين أن كل فضاء متراص elle‏ و1» ولیندیلوف فضاء سوي . 


Locally compact ( \) 


completely regular (r) 


+ 





ال اص اسن 


)۱( 
تفضيد یورییسوں وتطببقادے 


Urysohn’s Lemma and its Applications 


یتناول الفصل GUI‏ نظرية من أفضل النظريات في التبولوجيا ء تعرف بامم ٹھید یوریسونء وتنص 
على ما يلي : 

لیکن × فضاء تبولوجيا سويا. إذا كان A‏ و 8 فضاءين جزئيين مغلقين فى ×› ولا يتقاطعان › فثمة 
دالة شیع آسد يق <f (A) = {0}ol Gus f‏ و }1{ = ¢(B)‏ 

وشبع فہ قبمتيا من النتائج اهامة الي تير نبا عليها . من بس هده النتائج › سوف نشت نظر يتين : 

dy pda 4‏ التمديد یی إدا كان × clas‏ سویاء و A‏ فضاء نا مغلقاً فى ٭ء و f:A eR‏ 
دالة pete‏ 65 فة مندد ستمر لها 8ع f)‏ 


؟. نظرية التعبیر المتري لیوریسون: لیکن ة8 فضاء ole‏ إذا کان × فضاء ,© وسویاء حینثذ 
يمكن طمر × ف 8ء أي أن هنالك فضاء جزئيا من 81 مکافتاً ! × 


وتجدر الارشارة هنا إلى أنه يكن النظر لكل من تهيد یوریسون » و نظرية التمديد لتيتز كحل جرب 
لسألة تبرز كثيراً في التبولوجيا ء تعرف بمألة التمديد) (أنظر )18( « وتتلخص في الآتي: إذا كان لدينا 
فضاءان تبولوجيان × و ۷ء وفضاء A Bie‏ من OX‏ وراسم مستمر لا + ۶:۸ فهل at‏ ستمر 
CSAs GF! Lol | PEF XY‏ عل تظرية اقم GA‏ لےرسرن أن سلة الت اقاتة 
والسراء SFU peal LLG Ole phy‏ 


Hilbert Space )۳) Urysohn (1) 


The extension problem (4) Tietze (٢) 


١ 06 


١‏ قد ida‏ اللا 


۸ 





الفكل ١١ب‏ >غسالة التیدید 


-١‏ مھید يورييون 

لا شك أن اثبات هذه النظرية كان يتطلب مقدرة رياضية فائقة. وأبرز النقاط الق يرتكز عليها 
البرهان أنه ذا كان LW‏ غطاء مفتوح clad‏ تبولوجي » Somes‏ النظار شروطا معبنة : فإنه یؤدی إلى 
دالة مستمرة معرفة على الفضاء . 

۱ نظرية: لیکن × فضاء تبولوجيا . لتكن 8 مجموعة كثيفة RG‏ و ) = (,6 : 5 3 8 اغطاء 
مفتوحا ا X‏ سك ol‏ 

2 3 و < 5 في 5 ستلزم أن‎ (i) 

NG = © (id و‎ 

حینئذ فالدالة ۶ المعرفة على × على النحو التالی: 
f(x)‏ = صا أو {G. 3 x:‏ 

البرهان: أولا يترتب على (6 و (id)‏ أن العدد («) 6 يوجد عند كل نقطة في ×. 

نعتبر نقطة 3٥‏ » ولنفرض أن (8) ۴ = ,5. کی نبين أن ؟ مستمرة عند 8۵ء نأخذ © > 0. في ضوء 
تعريف of‏ عة $ 89 حت أن ,6 نحوي وءو .5< 5< te‏ .الان .0 جوار مفتوح [ gta‏ ب G. 3x‏ 
فإن: 

(i) wf )2(> 5> s + © 

ما أن 5 كثيفة فى ۸ء فثمة ۲ 3 8 بحيث أن 


0 


استناداً على فرضية النظریة؛ GG Ob‏ وف ضوہ تعريف ۴ء Ob‏ هلا تنتمي إلى ,6» ما 


. 5, - » > ح8 وئثة  9 8 بحيث أن ؛ >>نا‎ <t<s 
2 


TY وتطسيقاته‎ Ope ye هيد‎ 


— 5 5 +€ 





الشكل(؟. (A,‏ استمرار f‏ 
نترثب ade‏ أن Ya‏ تشی .G, J}‏ إذن ۷ = ,6 - ,6 جوار مفتوح | .a‏ علاوة على AUS‏ فإن 
Vie Yt =e So Srey‏ ہے امنا 
يترتب (I) de‏ و(ب)ء أنه x ٠‏ و ۷ء فان 
ع + f(a) - © <f(x)< fla)‏ 
إذن f‏ مستمرة عند 0.۸4 
۲ نظرية (قھید يوريون'("). لیکن لدينا فضاء سوى ×. لتكن A‏ و 8 مجموعتين مغلقتين في OX‏ 
غير خاليتين » ولا تتقاطعان. حینئذ ثمة دالة مستمرة 1ه × : case‏ أن (0] = (A)‏ ۴ء و !!! = (8) ؟. 
البرهان: في ضوء النظرية السابقةء فإن إدراك ما نرمي إليه يتم إذا UST‏ غطاء مفتوحاً مناسبا 
ا ×. من أجل ذلك» لتكن 8 مجموعة الأعداد الحقيقية التالية: 
)UT‏ - , 1] لا (ه, = -) = 5 
عت aT‏ نه ¥ SPAN‏ ا کا 1]. 
نعرف الآن مجموعة مفتوحة .٥ء ٠‏ 5 3 8. نعتبر حالتين: 
الحالة الأولى: 5 3 ( » ,1] لا [0, = -). لنضم =G‏ © إذا كانت Fs‏ )0 =( 
وہ = × إذا كانت ہ > | 


و.0 - 86 إذا كانت ہ -1. 


Urysohn's lemma (4) 


TA‏ مقدمة فى التبولوجیا 


الخالة اا ۽ > ۴ أذ أن a sad‏ ضعا مل نڈریلا igo 2 ٢۳‏ أن تال سار 
مفتوحا , ASG,‏ بحيث 8E 8 ol‏ جا . هرت خرف وباستخدام ن نفس النظرية : jis‏ اا 


Ol Cut 6 ب,‎ JG, 2 (nate (lows 1k JG nt bea 


CG.‏ قوري C‏ ترروت) ور 





| G2 
LEP >42 Gypsy : الشکل ۸,۰۳ : المجموعات‎ 


في المرحلة التالية » نقوم باختیار 68/:3» 1-8, 3, 5, 7. بحيث تتحقق الشروط التالية: 


A ے‎ Gi} CO? تير 6ح‎ 


رتا اس ذورري  G3/3C‏ © 601 
رونا = چ Gs?‏ جح Guy‏ 


G73 © G3 C ©‏ ح G32?‏ 
إذ سیر على هذا المنوال» نستطيع أن نعرف رم6 ۷١ەرائط TD‏ 
الان نلاحظ ما یلی: 
(I)‏ 8 كثيفة فی 1ء و ],©: ٥‏ 9 15 غطاء مفتوم ا 7. 
(ب) < : يستلزم أن ں8 تحوي ,5ء ۷ ماه ۶. 
io, = ¢ ( =)‏ 
استناداً على النظرية السابقة ء فإن 


x :sإ Le =f(x)‏ 3 .6ا 


هید یوریسون وتطبيقاته ۲۹ 


يعرف دالة مستمرة على ×. من الواضح أن <A) = fob‏ و }1{ = )8( f‏ « و V,13 fx)‏ 
x‏ 3 (. لا 


ملاحظات : 
.١‏ يسمى ¦ راسم یوریسوں للزوح (8 و .(A‏ 


؟. من الواضح أن نتيجة تهيد يوريسون تظل صحيحة إذا استبدلنا 1 بأي فترة مغلقة أو مفتوحة . 
ا مكنا آق دل Lal‏ باش R‏ 


۷ غاب غل et‏ پوربعون آن] ضورع مشيرة لكل شا متصل «Se‏ يحوي اکثر من نقطة . وقد 
تنتساءل الأن : 


مأ هو الث عل اللازم والكافي كي يكون الفضاء الهاوسدورف xX‏ صوره تة 1 Ti‏ 

LEN,‏ على ذلك: أن يكون × bel ee‏ ومتصلاء ومتصلا We‏ ء وقابلا للتعبير المتري . تلك هي 
نظرية هان - مازركيوتس( الشهيرة (أنظر [7] ). 
"- نظرية التمديد لتیتز 


كنا قد أوردنا نص هذه النظرية في مقدمة الفصل الحالي . کی يتسنى لنا تمديد الدالة ٢ء‏ فسوف نقوم 
بانشاء متسلسلة تقارسة Lyle‏ مطلقا وبانتظام : من الدوال المستمرة على × بحیث إننا إذا قصرناها على ۸ء 


ايا تقول إل bingy of‏ الاتتاء ٠»‏ يمد أمأسا عل تفيد بورسوق۔ 


A, ¥‏ نظريه : لیکن × elas‏ سوياء» و A‏ فضاء جر ئا مغلقا من ×, و K‏ عددا موجبا. لتكن 
:A + ]- K ,K]‏ 1. داله مستمرة ag Jini”‏ دالة مسمر ٥‏ : 


A> x ٠" IFC -f (x) | < 2K/3 ol Sut 
:× ا حموعتین المغلقتين في‎ Boy 8 البرهان. لتكن‎ 


۲۱ )]- K, - K/3]) - 8,۴۲۱ ({K/3 ,K]) =B 


Hahn-Mazurkiewicz ( \ ) 


.۳ مقدمة في التسولوجيا 


يترتب على تهيد يوريسون أنه توجد دالة مستمرة 
F :X —> ]- 1/3 ,K/3]‏ 
بحيث أن «F(B) =K/3‏ و .F (B)= - K/3‏ إذن -f@)! > 2K/3‏ 2060ل D.A 3 x Y‏ 
تعريف . إذا کان لدينا فضاء تبولوجی ×وودالة محدودة ؟ على × فالقيمة الطلقة'''! ۴ على X‏ 
ونرمز لها ب Itt‏ »هي العدد 
=I f I,‏ حمعا( {x 3 xii‏ 
٤‏ قھید: إذ کان × clas‏ تبولوجياء fy‏ دالة مستمرة على ×> ¥ م 3 N‏ وإذا كانت 
f, |‏ | 2 متساسلة تقاربية » فان ۸] 2 تؤول إلى دالة مستمرة على ×٭ء عندما تؤول ص إلى @ 
البرهان: لتكن ۸ ٭+-۔×: يہ الدالة المعرفة على النحو التا ی : 


60 ؟5 = مم ری * X9‏ ا NIm‏ 
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با أن , 2 | = ا۵ 16 » فيترتب على اختبار XS shall‏ : أن Jays.‏ 21 دالة :K—~R‏ و عند ما Jay‏ 
اق ا me‏ 
نبين الآن أن ه سثمرة عند كل نقطة a‏ 3 ×. لیکن > 0. إذن فة ده و Gust N‏ أن: 
3 > أ 5 سے 5 | (x)‏ ات مء ا 
XV‏ 3 : ها أن ة ستحرة ais‏ ٥ء‏ فثمة جوار مفتوح SU‏ 2 بحيث أن: 
3 > ا(ھ) UF xX «ls (x)-s,‏ 


|s(x) -s(a) |>| مى- () و‎ GOI +/s_ ٥0 ۶ا + |0©) يی:-‎ (a) -s إل‎ 


ہا + /ع +3 / © 3 


پا .U 3 x‏ إذن 5 مسثمرة عند .تہ 


A, 0‏ نظرية (نظرية التعديد (M523‏ لیکن × clad‏ سويا و ے فضاء 1 مغلقاً من × لمكن 
]1 و 1-[ م 4:] Slo‏ مستمرة. حینئذ Ae‏ دالة مستمرة: 


The norm (\) 


The Tietze’ extension theorem ۲٢) 


همد یوریسون وتطسقانه ۱ 


FX ج‎ ]- [1 3 1] 


بعلت ی al wey Byki do‏ 2 طلا ست 1 و 1ا سي ۾ sta‏ أن 
cA + [-1 51] S.A 3 a ۷ 62/32 [f (a) -F(a)‏ الدالة =f-f‏ ط حینئذ Wht,‏ < 2/3 


نطبق الآن نظرية ۸,۰۳ على بط لستنتج أنه ثمة دالة مستمرة ]1,1-[ خ:,؟ بحيث أن 
۽ || ,۴ اد دورتءو را ا8 > (2/3). نعرف ]1,1-[ h,:A—‏ کم de‏ 


h, = سز‎ + f,) 


9 6277332 1 ol Gus بح‎ fF :X—[-1,1] Ul a5 «dell بنفس الحجة‎ 


7 کے ا | 2 فو 2, جتكوار هده العملية « حصل على متوالية ( ؟) من الدوال المستمرة على OX‏ 
ومتوالية ( 1) من الدوال المستمرة على A‏ بحیث ان: 


h =f =(f +....¢ O) 


||, )( 








N 3 ب م‎ 27 n> 
N39 nly ,27/3" > | h ||, Gio 


يترتب على id‏ أن ,|| ,|| 2 متسلسلة تقاربیةء ولذا فإن ۴= ۴ = تعرف دالة مستمرة على × 
ھی ٤‏ ا Ol (ili) de COR‏ کور عل A‏ ماوق -f‏ رق شوء (ii)‏ نان 


oh) اۓ‎ 
۱ 


| F (x) | Ss 
qn 


alge F(X) ol Gl‏ ق 1.31 ]اء 5ا 


ملاحظة: من الجلى أن نتيجة نظرية تيتز تظل صحيحة )13 استبدلنا GLI-1,1]‏ فترة مغلقة أو 
مفنوحة أو بالفضاء ۸. إذن یکن استبداظا Lal‏ بالفضاء GY eR‏ إذا كانت ۶:۸-8 ء فإن كلا من 
الدوال المركبة  (‏ قابلة للتمديد لدالة على ×٭ء ومن ثم يكون لدينا مدد J‏ ؟ على X‏ 


۴ نظريه التعبير امری لیوریسون 


في هذا الجزء » نبين كيف يتسنى لنا أن نطمر کل clad‏ تبولوجي,© ومنتظم في فضاء هليرت . 


rr‏ مقدمة في التبولوجيا 


)4( )13 كان يرع ¥ cols‏ تسین و امورو clad x | sta uly‏ أن glut‏ × فى ۷ 
إذا کان (×)۶ ع :+ تكافوًا تبولوجياً على الفضاء الجزئی 1X)‏ من LY‏ 
(۳] لیکن م عسوعة المتراليات (x) daa!‏ بك أن x2‏ 2 متساسلة Sala doyle‏ 





d(x), )9 (( = 


یسمی الفضاء المترى elas (Hd)‏ هلر MIS‏ ویر مر له د .H‏ مکعب ھلرت OH‏ هو الفضاء ا زی 
المكون من كل المتواليات الحقيقية ( ×) بحيث أن | > Nan OS x‏ 


جدير بنا أن نشير إلى ol‏ آندرسون) قد أثبت (۱۹۹۹ء) أن 8 مکافء تبولوجيا RNS‏ وف 
الحقیقةء فإن خواص H‏ قد استحوذت على كثير من الاهتام. أما الخاصة التي تہمنا COW‏ فتتعلق 
بالنظرية التالية : 

©, تبولوجيا‎ clad × نظرية (نظرية التعبير المتري لیوریسون'!ٴ) (4؟5١م)). إذا كان‎ ٦ 
کا‎ GX poly کم‎ eH سکس‎ pel) U5 ء‎ lating 


البرهان: با أن × فضاء ٤,‏ ومنتظم ؛ فإنه clad‏ سوي (نظریة ١,4‏ ). لتكن 8 = {N39 n:B‏ قاعدة 
مفتوحة ا ×. إذا أخذنا ۾ 3 ؛ فثمة جوار IB‏ 2 بحيث أن 38 8. يترتب على سواء SIX‏ يوجد جوار 
ta !8 8‏ أن 8 يحوي ,8 (نظرية ۷,۲۴). إذن ال جموعة 5 المشكلة من کل الأزواج (8,.8) 
بحيث أن 8 تحوي لصاقة 8 مجموعة قابلة للعد وغیر خالية. استنادا عل تهيد يوريسون (٠9.‏ 8, 8) 53 
ةا ادالة ستمرة 8+1 زع يبت أن }0{=) LOB,‏ و أ1 -(8),. إذا كانت 5 مجموعة منتهية؛ 
وعدد la polis‏ 1ء فنعرف Lb Lime)‏ الدالة الثابتة 0ء با mek‏ الان نعرف الراسم: 


f: X—H 


على النحو التالى 00,2 1 ,£00 ہو کے( 
3 2 


Embeds )١( 

Hilbert space (rv) 
The Hilbert cube (¥) 
Anderson (4) 


The Urysohn metrization theorem (a) 


تھید بوريسون ونطسقاته irr‏ 


ببق lial‏ أن : 

. احادي‎ ۴ (ii) 

. الم راسم همر‎ :f{(X)-—~xX (ii 

لتترش أن:« 3 *. إذا كانت >0 فثمة عدد طبیعی م میت أن لے es‏ سوہ 3 ٠‏ غلاوة على ذلك ؛ 


+ س‎ | (x)- Fay] کیٹ أن‎ 6 JU, cote يويد جار‎ dl ep Sa Wal, slated عل‎ sh 
2p 
' Jest × ثم » اذا كانت‎ “lt Mt wits 
8 سن م 2 دست * 9 نا‎ AY, لنضع‎ ey 


= f (x)—f (a) 0 
d(f(x) ,fla)) = ( os __ "©"  " ۵ 


11 
م‎ (f.)-£ (a) 5 4 IN 
<| 5 .“تس‎ HE سم‎ ۱ 
۱ 5 Per 2 
: 9 5 1/2 
| 2p 2 


8 = 
إذن f‏ ستمر عند 8. 


(ii)‏ ۴ احادی : ذلك لأنه إذا كانت ga‏ ط3 ×ءووپ+ ٹف فيا آن X‏ فضاء Gy‏ » نة جواران مفتوحان 
8 و CHa IB‏ أن 8 تحوي ,8 »وه تنتمی إلى متممة 8. لتکن ١‏ الدالة المعرفة على ×ء وتقترن 
بالزوج (8 ,8) . مما أن {Of‏ = (8)؟ و }1{ = (86) ۴ إذن ۴)a(=0‏ و 1= f(b)‏ من ثمء 


فان f(a)‏ ٭ (ا)؟. هذا يبت i)‏ 


ol أي‎ ct = رض أن 35 لاءو()8‎ ad xX ارز ۱ی نضع 7ء و 71-8 من ۷ الى‎ pete! (iii) 
بحسث‎ t JB 5B, من قبل؛ فثمة جواران مفتوحان‎ cat ا‎ St و<()):. لیکن تا جوارا مفتوحا ل‎ 
الدالة المستمرة على × والتي تقترن ب (8 ,,8). إذا‎ f لتكن‎ .8 SF و 8 يحوي ,۰8 ولا‎ «BIB أن 8 و‎ 
لانه إذا فرضنا جدلا أن‎ «U9 ×=(ر)8‎ OF حینئذ‎ 1/21 > d(sy) كانت و ولا ولاء بحيث أن‎ 
فيترتب على ذلك أن 1=(×) :٤ء ومن ثم فإن:‎ 13 x 


۳ مقدمة في التبولوجیا 


]))1(-4 (x) 
d(s,y)=d(f(t),f(x)) 2 | yt he | 
۱ ف ل پت عق‎ /2t 


إذن صورة القرص المفتوح کو ولاه جا ہا Rig pl‏ أي A‏ إذن 8 راسم مستمر . [] 
2 


تهيد یوریسون وتطسقاته 6 * ١‏ 


(A) wok 

الجزء الأول 

. بين أن العكس لتمهيد يوريسون صحيح‎ -١ 

۷- بين أنه ذا کان iT, clad x‏ ومتصلا : وقابلا للع > زلیس قضاء النقطة الواخد1ء فجي × فضاء 

۴ ييخ أنه لی فة old‏ قائل cual‏ غنوس أكثر من نتطة :ویک ن ھا وسدور ‏ وتسلة LLL‏ اگ 

ا جزء الثانى : 

--٤‏ لیکن × فضاء T,‏ ويحقق الشرط التا ی: 

إذا کان ۸ فضاء جزئیأً مغلقاً في ox‏ ولافضاء تبولوجياً » و۷م8۸ راسا ستمراًء حینئذ ثة 

. غل 35 سن 287 ھا سوي‎ ۴ [ sae 

ه لیکن × فضاء 9 و A‏ فضاء ie‏ 5 من ×ء و"ع حم :] glue baits‏ \ بين أن * بقيل 
التمديد لراسم ستمر على جوار مفتوح | ۸. 

5 بق أنه )13 گان عر سام مهيا : وله US‏ عو A‏ لاس د Wo da‏ مديرة اة سو 

الجزء الثالث : 

7 لیکن × فضاء متراصا وهاوسدورف. بين أن ١. clad x‏ إذاً وإذا فقط كان × قابلا للتعبیر 
المترى . 

۸- أورد مثالا لفضاء متراص وهاوسدورف»› وقابل للفصل» ولكنه غير قابل للتعبير المتري . 

ف- بین أن المكعب TD‏ مکافیء لکعب oye‏ 

. # =H. هلبرت 1 قابل للفصل وتام ولكنه غير متراص محلياً. بين أن داخل‎ clad بين أن‎ ٠ 

O< ٤و اس ويحقق الشرط التالي : إذا کان ے65 ساس ا‎ Li. فضاء‎ (Xd) لیکن‎ ١5 
بحیث أن(»,( »)) ۵ < ع. بین أن × يتمتع بخاصة النقطة الثابتة: أي أن‎ XI حينئذ ثمة ي×‎ 
. لکل راسم ستمر ×+ 5 نقطة ثابتة‎ 


من ثم أثبت Hof‏ يتمتع بخاصة النقطة الثابتة . 





BAK) 


The Fundamental Group 


الزمرة الأساسية من ابتداعات ھ . بوانکاریەء مؤسس التبولوجيا الجبرية. ففی عام ۱۸۹۵ء ء أورد 
ا اہتنا يقرن بكل فضاء تبولوجی CX‏ ونقطة x,‏ ثابتة فيهء زمرة (KK)‏ ء بحيث إذا كان 
1ه 4:2 تكافوًا تبولوجياء نشأ عنه تشاكل تقابل fT (Xx) MYL)‏ 


ويعتمد تعريف الزمرة الآساسية على مفهوم يعرف بالموتوبباء ويتعلق» من الوجهة الحدسية: 
بإمكانية تشويه راسم مستمر إلى راسم ستمر اخر. فحين نعتبر المسارات المغلقة ( العرى) عند نقطة 
ثابتة في فضاء تبولوجي ؛ نجد أنها تنقسم » على أساس علاقة الهموتوبياء إلى فصول تكافؤٌء تشکل زمرة : 
وهي ما يطلق عليها اسم الزمرة الأساسية. وتكون هذه الزمرة تافهة إذا أمكن تقلیص كل عروة فى 
الفضاء إلى نقطة فيه. 


ولقد أمكن حساب الزمرة الأساسية لعدد كبير من الفضاءات ؛ Gob‏ ذلك إلى نتائج هامة » فيا يتعلق 
Ube‏ التصنیف » وسألة التمديد ‏ وغيره) من المسائل التبولوجية. وعلى سبيل ا ثال » فإنه إذا كان لدينا 
سطحان متراصان » فلكي يكونا متكافئين تبولوجیاء فيلزم ویکفی أن تكون زمرتاها الأساسيتان 
ماين hls‏ 


في هذا الفصل » نحسب الزمرة الأساسية ل "8,5 > 1ء فنبين أنها تساوي 2 عندما 0٤ء‏ وأنها الزمرة 
التافھة فيا عدا ذلك. وباستخدام هاتين النتيجتين » يتسنى لنا إثبات نظرية النقطة الثابتة لبراور فى 
البعد 2ء ونظرية بورسك - الم في البعد 2. وفضلا عن ذلك» فيسهل الوصول عندئذ إلى أن "۴ غير 
مکاقء 2¢n,R ( Lingle‏ 


ويثل هذا الفصل مدخلا موجزاً للتبولوجيا الجبريةء ویہدف إلى إعطاء فكرة عن الأسلوب الذي 


TY 


TA‏ مقدمة فى التبولوجیا 


يجه اھراوجیرن الجيريون فى سَالة LU‏ التبولوجية یمتغدام الجبرء. وسو اسلوب آثیت: تعالیة 
فائقة (انظر [15] مثلا). 


١‏ الهموتوبيا 


تعریف. إذا كان × و لا فضاءين تبولوجیین؛ وكان لا م ×: 5,.؟ راسمين مستمرين : فيقال إن ,2 


مكافىء هموتوبيا!'! رر ویر مز لذلكث 3 of =f,‏ إدا کان ۳ راسم مستمر ۷ھ [<*ا ute PF:‏ ان 


X3x WV, , دزه,2)‎ f (x) (i) 


.X3 x WV , F(x,D=f00 (ii) 


حینئذ يقال إن ۴ ھموتوبیا!'' من ,؟ إلى cf‏ ويعبر عن ذلك بالشكل ٩,۱‏ . 





الشکل(۹,۸) F‏ هموتوبيا من |؟ إلى ؟ 


ملاحظات 


(أ). إذا كانت F‏ هموتوبيا من ؟ إلى ]ء وكان لاه :؟ الراسم: ۸0 )۶“<(ت6) , ا × 3غ 
و ۷ 19 فحینئذ ٤‏ راسم مستمر. إذا Jt ol Ws‏ الزمنء فیکون لدينا تید یچس 7 سا عند 


:1 ا و يسهي عند ا“<اءر‎ » t=O 


Homotopic ( \ ) 


Homotopy ( ٢) 


ال مرة الا ساسية ۳۹ 





الشکل (۹۰۲) التشويه المستمر 


(ب). إذا كان of Ka‏ 4 من × إلى ٦٢‏ وإذا عرفا لاه 1×× ل ۴:××0 على النحو التالى: 


flx,0)=f 00‏ « و0 V fx, D=f‏ ×3 ×٭؛ حینئذ فإن 6 ع ]۲ إذا وإذا فقط كان ؟ SLU‏ للتمديد على 


[. مرة أخرى» إذن» نحن نتعامل مع سألة التمديد (انظر مقدمة الفصل الثامن). 


١‏ مثال. نعتبر المربع P‏ والمستوى الاقليدي ۸. لیکن ۸ م 4:8.,) راسم التضمين والراسم 
الثابت 5)0-0: على التوالي. حینئذ فإن 


F:I* x] چ‎ R? 


f إلى‎ ce 1ء هموتوبيا‎ ٤ YP 3ے‎ × Y FO D=(1-t) x حیث:‎ 





الشكل ( ١,۳‏ ) تكافوٌ راسم التضمين والرامم الثابت من *1 إلى 82 


٣‏ مثال. لتكن × الحلقة: 4ے ر + × > 1. لیکن ۴ راسم المتطابقة J‏ ×» وليكن × م ×٭:)) 


کی مقدمة في التبولوحيا 


الراسم الذئ hey‏ ف 3 × إلى a‏ 93 8. حينئذ فإن fof‏ عبر اھموتوبیا: 
a | 1‏ 
ڑج F: XxX]‏ حث 
t‏ 


.13t YX ga “ا‎ Flat)=(1-t) a+ — 
گا‎ 


3 








ff, gs ) ۹١٤ ( الشكل‎ 


٣‏ مثال. إذا اعتبرنا راسم المتطابقة للفضاء المتقطع fad}‏ = ×٭ء نجد أنه غير مكافيء هموتوبيا 
للراسم الثابت 4= ۲)۸, ۷ × 3 ×. لأنه إذا فرضنا PII X Ol Yar‏ هموتوبيا من ,14 إلى of‏ حينئذ 
فان «I1 3t 'y o (t)=F(b,t)‏ مسار 3 A‏ من b‏ إلى 8. هدا يتسا yas‏ مع اتصال الفضاء 1. 

Sof ~ 8۶۲۱ فإن‎ tue نظرية. إذا کان ۷ + :) بی و 2 + 8:۷ عه يع‎ ٤ 

البرهان . لتکن ۴ هموتوبيا من ,؟ إلى 5»؛ و 6 هموتوبيا من ,© إلى ,8. نعرف هموتوبيا 11 من 8,١)‏ 
إلى of‏ & على النحو التالي: 

٤‏ ط ,۷ ١١‏ أي أن VAG )=GFO00‏ ۶3× ۷۷ 13. م 
٥‏ نظرية. إذا كان × و ۲ فضاءين تبولوجيينء حييئذ فإن العلاقة ~ علاقة تكافوٌ على مجموعة 
البرهان = Mc‏ منعكسة: ذلك لأنه اذا کان لت AT‏ سرا فان ۷ عه [×3.] حيث 
10 :)7 ل × 3 ںَ3, 19۷۷ء هموتوبيا من SIT‏ ؟. 
= علاقة متناظرة: لیکن ۷ عه <: 6 به 6. لتكن ۶ هموتوبيا من ؟ إلى 6. نعرف هموتوبيا 6 من ؟ 
إلى ؟ على النحو التا ی : 


(8),1 د نيران ل ع 3 ×, ۷ں 3 [1, 


١١ each A) الاعرغ‎ 


= علاقة متعدية: لیکن اه ×:) راو لاع tex‏ ےت ؟]. لتكن ۴ هموتوبيا من 5 إلى f‏ 
و 0 هموتوبيا من ؟ إلى .؟. نعرف لاج 11:3×1 على النحو التالي: ۲)×,20-(0ء)1, ۷۷× 3 ×ء و پا 
3 10,1 و (02,21 020 ,جيل VW‏ و یں و de OK 11 It‏ نظریة الالصاق ol‏ :8 رامد 


مسمر + ما ان = 4 ch, =f‏ دن H‏ قموتوسا سن ف الى f,‏ سن م فإن = علاقة متعدية دن ب 
علاقة تکافؤ. ‏ 


= | 


۵2ھ ]ا 





الشکل (٥:۹)الموتوبیا‏ علاقة متعدية 


تسمى فصول التكافوٌ الناشئة عن هذه العلاقة بفصول الھموتوبیا!'' للرواسم المستمرة من × إلى لا. 
بن ناحیة أآخری: Ob‏ اللسرتوبيا قدي إلى علاقة تکائق de‏ خسوغة الفضاءات التبولوجية: 


تعريف. إذا كان LW‏ فضاءان تبولوجيان × و ۷ء فيقال إن × مكافيء هموتوبيا''!! لاء ویرمز 


.1 0 عع‎ - ١ 


حينئذ يقال إن ۲ HIG‏ هموتوبي !"امن × إلى ٢۷ء‏ وأن 8 معكوسه الهموتوبي. 
٦‏ مثال. في ضوء مثال ۹۰۲ ء فإن الراسم: 


h:X—> او‎ 


| | 
X 3a V ,h (a) = ` ail 


lal] 





Homotopy classes ( \) 
Homotopic (؟)‎ 


Homotopy equivalence (rv) 


N4‏ مقدمة فى التبولوجيا 


BIG‏ هموتوني من الحلقة ×: 4 > 7ر + × > ١‏ إلى الدائرة Lis!‏ معكوسه | By get‏ فهو راسم التضمين 
من !8 إلى . 

¥,4 کال ]13 كان وع جع قافا Lied sleds‏ يكين × [SIS‏ ریا [ لا غبر 
التكافو اهموتولي ؟. 

سوف نبين فما يلي ol‏ "۴ مكاقء هموتوبيا clad‏ النقطة الواحدة. 

تعریف. ,يقال إن الفضاء التبولوجی × قابل «CPIM‏ إذا کان راسم المتطابقة id,‏ مكافئًا 
هموتوبيا لراسم col‏ على X‏ 

۸ مثال. "۸ يقبل الا نکماش 6 SOY‏ 

F :R" x] > ہچ‎ 

[JtV,R 3x V F(x, = (1 - 0 .x 

۹ نظريه. کی یکون الفضاء التبولوجي × قا بلا للانکاش فیلزم Pr‏ یکون × ls.‏ 
هموتوسا لفضام النقطة الوأ حدة . 

البرهان. لنفرض أن × LE‏ للانكاش. إذن ثمة × × بحيث أن id‏ مکاؤء هموتوبيا للراسم 
الثابت x,‏ من م فان } pis X—>{x‏ همونولى . 
حينئذ فإن id‏ مکاؤء هموتوبيا للراسم الثابت (8)۶. 
وت الزهرة: الا ساس 

كي يتسنى لنا تعريف الزمرة ALY‏ نقوم Vogl‏ بتعریف علاقة ا مموتوبیا للسارات التي لا نفس 

تعريفا. سكن X‏ فضاء تبولوجيا i‏ 4 پر عب ,ت مسارین یٹ ان )0( 0= )0( 0= ينغا و 
.x,=0,(1) = » )1(‏ يقال أن Idle.‏ ,». أو ,» مكافيء هموتوبيا ! ٠,‏ بالنسبة! (0,1): إذا کان 
AE‏ راسم مستمر: 


٣ :] x [—> xX 


Equivalent (+) Contractible (1) 


١7 in الاعية‎ 


نيه أن 


13s ,F (s,0) = a (s) (نا‎ 
13s VF (5,1) =¢, (s) (ii) 
] “وا و‎ ,۶ )1,0 = x, 9 «F (O, = x, (ili) 


حینئذ يقال إن ۴ هموتوبيا نسبية!'! من ,؟ إلى ,6. 





Co 


الشكل (۹,۹) اھموتوبیا النسبيه 
من الجلى أن علاقة المموتوبيا النسبية علاقة تكافوٌ. سوف نرمز لفصل التكافوٌ الذي يثله المسار 
6 د c[o]‏ وإذا كان » مکافٹا ای فإننا نرمز لذلك ب o~o‏ 
٠‏ مثال. إذا کان ,90 #المسارين في القرص المغلق DD?‏ المعرفين على النحو التالي: 
م = (s)‏ فى و اع = (s)‏ 6, لواو 3 ا 
فحینئذ ٩“ Oo,‏ . ذلك لان 
F :1 x I—sD?‏ 


I x 1 3 (s,t)V ,F (s,t) = (1-t) eT 5 + te!™s 


هموتوبيا نسبية من ,> إلى ,6. 





Relative homotopy | \ 


١2 5‏ مقدمة فى التبولوجيا 


× ف الفضاء‎ 6X, أنه إذا كان ج ما من × الى تو ۳ با من × إلى‎ sas 


© 
lA 

ص 
lA‏ 


7 (2s) 


س | یح 


= (ع) لا , ي 


(25-1) یر 


۷ 
LF | 
۸۸ 





سم | يج 


Oy) مو.#ءو “ مسارات في الفضاء التبولوجی × بحيث أن ںہ مكافيء‎ geo قھید. إذا كان‎ 0١ 
غرم ری‎ J مکاؤء‎ aR حسيد فان‎ 5 mM )60(- 7 (1) 4 a J و ,ا مکاؤء‎ 


البرهان . لتكن ۴ هموتوبيا نسبية من ,“إلى , 6 »و 6 هموتوبيا نسبية من ےم إلى إل . إذا عرفنا: 


F.G :| x ]ع‎ << X 


على النحو التالى: 


F (2s,t) کو‎ 5 > 


سم | فح 


F.G (s,t) = 


G(2s-1,t) <s<l 


1 
2 


حينئذ OSG‏ لدينا هموتوبيا نسبية من نہ إلى رس Oo‏ 


۱ 

في ضوء هذا التمهيد» يمكننا الآن تعريف جداء فصل التكافوٌ [ما و [ “]. 

تعريف . لیکن Ike e‏ من * إلى «ادءو م مارا من × إلى dex,‏ الفضاء ×٭۔ نعرف جداء!'' 
[» ]و [س]ء ونرمز له ب [ ”]. ]27[ ob‏ فصل التكافوٌ ٠  [‏ 5]. 

وتعطی النظرية المامة التالية أهم خواص هذا الجداء. ولا يفوتنا أن نلاحظ غياب الخاصة 
الابدالية» فالحقيقة أنه حتى إذا كان كلا الجداءين [“ ].[» ] و [ ١‏ ].[۶] معرفا x =x)‏ فإن ذلك 
لا يقتضي أن يکونا متساويين. 

لنتذكر الآن أنه إذا كانت لدينا فترة مغلقة <b fad)‏ 5» فالتكافؤٌ الطبيعي 1 <[طره]: 1 يعرف على 


النحو التالى: "5 = (9)ط, ١‏ 5 3 [ط,ه]ء فسوف ترد الاشارة إلى هذا التكافوٌ عدة مرات : فما يلي : 
ہے b-a‏ 








Product )١( 


me) ة الاسَاي‎ ye 5II 


۹۰۲۳ نظريه. لیکن × فضاء ye‏ جا › ولتكن 0 » qk‏ 7 مسارات ف × من × إلى oH,‏ 
ومن × إلى cx,‏ ومن x,‏ إلى cx,‏ على التوالي. حینئذ فإن: 

] © [ .)] م‎ ! .) yp=de []  [)] 7“ [ )( 

Ob «1,0=i,x إذا رمزنا للسار الثابت × ڃا( )9 [) بالرمز‎ (ii) 

[xJ [o1 = [e] (Î) 
[ol] .])»[ =] [ و (ب)‎ 

] © [ .]۶۰۱[ = [x] (iii) 

lo}. [o] = [x] و‎ 

139sV, O(1-s) =o"! (s) حث‎ 

البرهان 

P م) .6 إلى 7 ١(/ا. ©). من أجل ذلكء نقسم‎ ٠7 ( لتعريف هموتوبيا نسبية ۶ من‎ Gay Gi 
على كل واحد منها ؛ على حل ة . الا ادا‎ F ف الشکل ¥ ,4%( ونعرف‎ Sc رباعبات و 8 و‎ rep © إلى‎ 





الشکل ( ۹.۰۷) تفقم ۱۶ 


3 ۱ 4 7 4 
ز LI La‏ )دم سك Je Jado‏ :سس ٹر OP‏ شرا 


A 3 (DY ۶ (st) = a (h(s)) )مع‎ ) 
2-t 


١7‏ مقدمة فى التبولوجيا 


( 0,1) ) O,t) مع‎ 





الشکل(۹۰۸) تعريف ۴ على ۸ 


أما بالنسبة لتعريف ۴ على 8 أو ع» فإننا حول 8 أو ع أولاً إلى شكل ا مربع :1 بالطريقة الواضحة: 
ومن ثم نطبق “ أو + . إذن - دون إشارة إلى ۸ء 8ء أو © - فإننا نعرف POX‏ ۶ على النحو 





٦ 
التا ی:‎ 
45 2-t 
9 ) wes 4. 
2-t 4 
2-t 3-1 
٣ (s,t) = | یم‎ (4s+t-2) i ttn 2 حسم‎ 
| 4 4 
4s+t-3 3-t 
٣اے سیت + اچ‎ 18 21 
1+1 4 


lolz!‏ عل تظرية الالضاق: ان ۴ سجر على كن من امهل التاكد من أن ۴ رقا نسية مه 
e.) .۲(‏ إلى ITI.‏ 


lx) Lo [=] 0۵‏ نرمي إلى إنثاء هموتوبيا نسبية من ٠‏ . ,× إلى » ء ونحقق ذلك 
بطريقة شبيهة بطريقة (). نقسم :1 إلى المثلث ۸ والرباعی 8ء کا فی الشكل ۹۰۹. نعرف ۴ على GLA‏ 
الراسم coll‏ ,×. كي نعرف ۴ على 8ء نحول 8 إلى شكل المربع oP‏ باستخدام التكافوٌ الطبيعي نا على 
نحو ما سبتی: ثم نطبق a‏ » فيكون لدينا: 

28+) [ 


83 (sD) 9 ,F (st) = #2) (-ب‎ 
| +t 


الزمرة الأساسة ١27‏ 





0 مع‎ ×. ٢ pl الشکل(۹۰۰۹)‎ 


(ب): [ ٠ [ .]×( = ] ٠‏ ]: يبيّن ذلك بنفس الطريقة السابقة. 

.13 5 WV ,o(s) = © 1ء نعرف السار على النحو التالي: 0و)‎ 31 ۷ fe] لعا = [۱م].‎ fii) 

الآن نعرف dx‏ ۽ بأنه المسار ا e‏ ,9 = 6. من ٹم فان IX‏ × 1: ۴ حيث f(s)‏ = 5,0) ۴ 
¥ ع) 3 1 × 1 عمونوبيا نسبية من ٠.٠"‏ إلى ×. إذن لعا = Lo] [o7]‏ 

يترتب على ذلك أن Lo] = kk)‏ [1-» ] لأن (ots u‏ م 


إذا کان ىن tut × ٤ kas‏ يبدأ وینتھی ف نفس النقطة 9ت فيسمى عروة!') عند ×. اذا توقفنا 
قليلا عند نظرية ۹۱۱۲ء نتبين ما يلي: 


1,1۳ استنتاج . | دا کان Lou‏ فضاء تبولوجی 1.پ] ونقطة As pot ol Maen ‘XIX‏ فصول 
Gall PII‏ عند x‏ زمرة بالنسبة للعملية ASUS‏ 
[ .]= [س]. fo)‏ 
البرهان . يترتب على النظرية السابقة» أن هذه العملية تجميعية» وها عنصر محايد هو ix]‏ وإذا کان 
| © ] هو فصل التكافوٌ الذي LE‏ العروة ۶ فى ×> fo) Ob‏ هو ممكوس ل [ © OL‏ 


Loop (+) 


خم + ١‏ مقدمة فى التولوجا 


تسمی زمرة فصول التكافوٌ للعرى عند x‏ بالزمرة الأساسية() للفضاء بالنسبة لنقطة القاعدة x‏ 
ويرمز ها د TT (Xx,)‏ 


مم حدر ذكره»: 3 هذا الصدد أن یں استطاع أ نمو الأفكار السابقه عام ۹۳۵ م لر بط 
بکل فضاء تبولوجي X‏ ونقطة aol‏ فيه 6X.‏ ) هره؛ Tv. (X,x_)‏ 5 = رکو تعرف بر هره | J Lugs gab‏ 
البعدے ١0‏ ([6], [8], [15]). وهروز نفسه هو الذي أدخل مفهوم التكافوٌ اطموتوبي, وقد أدت إضافاته 
هذه إلى طفرة كبيرة في التبولوجيا الجبرية في الثلاثينات . 
۴-۔الرواسم' المستمرة والزمرة الأساسية 


في هذا الشأن» نبين كيف يودي الراسم المستمر بطريقة طبیعیةء إلى تشاكل بين الزمر الأساسية 
للنطاق والنطاق المرافق. 


تعریفا: )13 كان لاج راسا ستمراء و XD x‏ فتعرف spol Sl‏ 
wy fx)‏ -ح W(X x)‏ 
على النحو التالي: T (Xx) 9 (Vif CoD = [foo]‏ 
بالطبع لا بد أن نتحقق مرن تكافۇ » و ” يستلزم تكافوٌ 800 و7٥6‏ .لنفرض إذن أن 
x 1-1‏ 1: ۶ هموتوينا تة من + إن ت . إذا اعتبرنا التركيب: 
F f‏ 
Ixl— XK +‏ 
نجد أنه هموتوبيا نسبية من foo‏ إلى for’‏ 
دلاله. فما ooh‏ سوف نستخدم الرمز: 
( ,۷ ل f (Xx‏ 
للدلالة على fol‏ راسم من الفضاء × إلى الفضاء ۷ء Oly‏ ,لا = ).10 
٤ب‏ تظريه 
Gi)‏ إذا كان ( بورلا حب ( £(X x‏ راسا حم > حینئذ فإن ٣٣ (Xx) = ۳, (Y,y,)‏ : ,ا تشاکل. 


(ir)‏ ادا کان ) cf (Xx J—=(Y,y‏ 3 لاحت ل AY, y‏ م راسمين مسمرین ؛ شد فإن 
(gof), = g, of,‏ 


the nth homotopy group I ) Hurewicz (* | The fundamental group | ١ 


الؤزسرة أل ساس ۹ 


T (Xx) يساوي تشاكل المتطابقة ل‎ id, راسم المتطابقة » فحينئذ‎ id ح(ى×,×):‎ (XX, إذا كان‎ (iii) 


البرهان. () إذا كان [ ٠٤‏ ]و[ م ]3 (××) ” , حينئل: 


f. (o (] (م. 6 ), = زم‎ 


[fo( © , £ ([ 


1 


(fog ( .(fo  ([ 
fide) .].)] ۸ [( 


إذن JSS f‏ 
(ii)‏ و (111): البرهان فى هذه الحالة مباشر من تعريف ,؟. 0 
يترتب على النظرية السابقة أن PII‏ الٹبولوجی يودي إلى تشاكل تقابلى بين الزعر الأساسية. الآن 


نسعى لن نبين أن كل BIG‏ هموتوبي ؟ Gop‏ إلى تشاكل تقابل of‏ وهذا ما يقودنا لبحث مدی تبعية 
الزمرة الأساسية على نقطة القاعدة ×. 


ریغ لیکن K‏ کل تیار 2ت ضارا فى X‏ من > ox DI‏ خرف 
(Xx,)‏ جج >( ٣ (Xx‏ کم يل : 
a, (oD) = ] ھ۰٤ a)‏ 
۷ اور T (Xx‏ 
V0‏ ,4 یگ )13 تناقِ # شارا في الغضاء × من إلا إلى Stee «x,‏ یکون 
لعن © ع ٦ Xx)‏ تشاکلا تقابليا. 
البرهان. ا [ ”]و[/ ]3 (Xx)‏ ٭: 
a. dollud=a,du.u)‏ 
fo] fe) fe]‏ *@[= 
=(a [ol .] 2 ( )] 2 1] ۶) ,]((‏ 
([)) . © . ز[ 0 ]) , @= 
إذن . » شاكل. 
نعتبر الآن Xx) TOK)‏ ,۳ : رھ ). با أن: id‏ =( )و » و Ca),o a, = id‏ 


oo!‏ . © تشاكل تقابلي. ل] 


١0‏ تنا فى افج 


٦‏ استنتاج : إذا كان × clas‏ تبولوجیا متصلا بالمسارات » حينئذ فإن (×,۴5) , ٣‏ متشاكلة 
Loli‏ مع J (X,x,)‏ جن 3 . 


¥ ,ةك نظريه . لقن 7 f= 7 Aa‏ من خلال همو توا sul .F‏ ,× نقطة 3 او لاا مخ فى 
المسار: 0,,ج) ۴ = 00ء ,3 1. حينئذ Joly‏ الشكل التالي : 


((ى:3) كرلا) ا ات ا ل<*ا,) ‏ 48 


"fe ۱‏ \ 1 
a (Y,f, (x ))‏ 
البرهان. إذا كان ]917 W (Xx)‏ فثمة هموتوبيا 
لا ]ع G :[ x‏ 
من ) fo‏ إلى ‘foo‏ معرفه على النحو التا لی : 
,G(s,t) = F (° (s),t)‏ أ 0,و) 3 1 Ix‏ 


نلاحظ أن 0) ۾ <د0,ہ) ‏ و 0( a‏ = 1,0( 6, “5 )2 13. 





الشكل ٠١١‏ ,)الحموتوبيا 6 


الآن ننشيء هموتوبيا نسبية H‏ من ( ».( ٠‏ م)). ١‏ » إلى 0 0, بتقسم *1 إلى مثلثين ورباعي : 
وتعريف ]1 على كل واحد منها على حدة کا هو موضح في الشكل ALYY‏ 


الزهرة الأاساسية Vo.‏ 





H ابوتومهلا)4,١١( الشكل‎ 


(dai‏ جع الستقم A,‏ من 0.0( إلى (0, 1 ) في المثلث ۸ نعرف ]8 بأنه تركيب التكافوٌ التبولوجی الطبيعي 
A‏ مع ا 4 ۷ (انظر الشكل ۹۰۱۱). أما بالنسبة للرباعی » 8ء Ob‏ ]5 هو 
التركيب BP‏ حيث KIB,‏ هو التكافوٌ الطبیعی إلى Lt}‏ × 1 (انظر JS‏ ۹۰۱۱). 


5 


يما ان of. Colca (Xx fol fou» Jess atfoo.a‏ = ...تا 

VA‏ ستنقاج . لیکن × و لا فضاءين متصلين بالمسارات : وليكن ۷ ٦ح(:]‏ تكافوًا ھموتوبیا. حینئذ 
فان : 

٤ TT (X, x) — 7 CY, £(x,)) 

تشاكل تقابلي » ا XIx‏ 

البرهان: لیکن ¥—ex‏ ع معكوسا هموتوبيا J‏ ۶. لنعتبر حالتين : 

الحاله الأول: () € = ×لنقطة ما رل 3 لا. ىا أن ,14 -804 فيترتب على النظريات ۹۰۱١‏ و 
۵ بو AVY‏ أت التركيب: 


m (Xx) ہے رہہ و ہم‎ FT (Xe (f (x) 
f. a. 


Vor‏ مقدمة في التبولوجيا 


تشاکل ple‏ ما يترتب عليه أن t,‏ آحادي . بنفس الحجة » فإن الترکیب : 
| 1 'ُ 
يه 0 Ty) 2m, Ox) > e‏ 
تشاكل تقابلی وسن 3 « فان :ا راسم غامر. إذن ۴٣.‏ تشاكل تقابلی . 


الحاله الثانيه: ,× لا تقع في BY)‏ مختار x,‏ 3 8)۷ ومساراً » من × إلى ×. إذن يكون لدينا 
الشكل الا بد الي التالی : 





a (X,x ) سن‎ (Y ,۲ (x) 
و‎ 

a. | | (fo a). 

٣, (X,x,) ii E iit T كولا)‎ Ox) 
7 


fia‏ على نظرية ۹,۱۵ فإن گلا من . ج و( 6) تشاكل Gold‏ واستنادا على الحالة الأولن » من 
هذا البرهان : فان: 
T, (¥,f (x,))‏ سے ٦٦ (Xx)‏ : .] 
W(X x) + ۳)۷, (x ))‏ : ,| 
تفاكل O lal pls‏ 
نختم هذا ا جزء ببحث العلاقة بین الزمر الأساسية clad‏ الجداء » والفضاءات اني أنسى. مها 
6 نظرية. إذا olf‏ لدینا فضاءان تبولوجيان × و ۷ء وإذا كان ,م و رص الاسفاطر. reais!‏ 
من فضاء الجداء ۷ × × إلى × و dey‏ التوالي » حينئذ فإن الراسم: 
زی xT‏ ہیں جح T (Xx Y, (xy)‏ :¢ 
حیث Xx, VY TMXKY yd LO] VY © CoD=@.doD.P.d oD‏ 
3 9 52 ہچ ا 
ISLS oS,‏ تعلطا 
الرھان: من ا لی أن # شاكل. 


من ناحية آخریء Ob‏ الراسم: 


تع اا \or‏ 


VY: ٣٢, (Xx) x ٦ (YY) eT (XxyY, (x,y) 


be Gi‏ ([۶] و (ھ]) Jd!‏ فصل Gi pI‏ ٹٹذے العروة 
[ + , اهم امسر at‏ 1 مکل JUS‏ غ 

من ob ce‏ © تشاكل O. pls‏ 
؛. الثهرة الآساسة ل 85. 

™ (S11) Cle أ.‎ 

كا نعلء فان 81 = [2 : 0ه z=‏ 052 ک0 زمرة بالنسبة لعملية الضرب المعتادة للأعداد المر كبة. 
علاوة على ذلك » فالراسم: 

5 ے_ PIR‏ 
حت "?¢ = (r)‏ ور پا 3 8 
لیس اسا سس[ انس : بل ضر ایشا ENS‏ لكر ( بالنسبة لعملية الجمع المعتادة على )و2 = “Ker p‏ 
الآن إذا قصرنا م على ل -) فيكون لدینا تکافؤ تبولوجي : 
s'- {-1}‏ — )— -) : 

وسکرے ae‏ -( سے آلا ساك :وما قل انس Ul‏ 


.))-۳٣( 3 2 i415) 2 49/1) × | = ۾‎ )2( 
27 


Pp 


باستخدام خوراص الفضاءين R‏ وا8 والراسم م » سوف سن أن (1,!؟) و2 متشا كليان ا 


۹8۰۰ نظرية ( نظرية المسار الفطانى الفريد ۱۱۸. لیکن (J‏ ۶ 3 ا58 سد عند |= 2. Ane‏ 
يوجد سار فريد م في ۴ بحیث أن ه = 0) 6 »و chu‏ : أي أن م = 0 مم . 


نہ 





The unique covering path theorem (1) 


١05‏ اق التبولوجيا 


فليكن k‏ أصفر عدد طبيعي بحيث أن » > 1» وکلا كانت 5و و 913s!‏ |اء-ء| < أ فحینئذ 
k - [‏ 
o(s) - © (s!)|‏ | <1. 





k - ظ‎ 80۰ 

نعتبر الان ٤‏ 13ء ولنضع 

‘ k 7 | é 

>k - 1 , - 1 ¥ E. > thko®‏ ز> 0. علاوة على «Us‏ فإن: 
k - 1‏ 2 


1 + ل 


) 6 = 2ء Of aj‏ ا...., .k‏ حینئذ فان ا 2۔8 <] 











02 (t)= 2/2 9 2, / پا‎ 2-1/2 


cp‏ م فإننا تعر ف 23 ]1 u‏ على النحو التالي: 
o(t) = a (z fz.) + a (z,/z,) + ...+ a )2 /2)‏ 


من الواضح أن iy‏ راسم ستمر a‏ ان po go’ = a‏ و0 = (0)0 . 


لنفرض OF‏ آن ٭* سار pel‏ في ۴ يتدىء عند ٥ء‏ ويغطي . إذن 
(0)”م) م = (t)‏ ع ) صر ع 13 مما یٹرتب عليه أن 1 = Sry 13tV.p (oD - 0t)‏ 
کیو ہے "بو راسم ستمر هن ] إلى .Z = Ker p‏ با أن | clas‏ متصل؛ و 2 elas‏ متقطع : ub‏ 
7 ۔-“٭ راسم ثابت (نظرية ه,؛). من ثم » فإن 9%0)=0 -(0) o‏ = 0)0 - 0)0 ,19 و ں مما 
يترتب عليه أنه = 0 . إذن هنالك مسار فريد من ۸ بحيث يبتدىء عند 0 19ء ويغطي 0.0 


eas‏ أن 1 = )0( ره -(0) + ١‏ ليكن 47:12 السار الفطائی الفريد [ رہ eat‏ أن © = (6) ن 
(SI .2 ,1 =i,‏ '5ه2:1<1 هموتوبيا نسبية من 6 إلى ,0 . حینئذ هنالك هموتوبيا نسبية فريدة 
1.8« 1: هن 07 إلى 57 بحيث أن ۴ يغطي ۴. 

lowe ( o5(1)=) a (1) فحنئد یکون‎ (Sig On 4 > 7,39 o, بصفه خاصف؛ إدا كانت‎ 


- 


صحيحا | يسمي درجه 4" ا0 


The unique covering homotopy theorem (4) 


The degree of (r) 


الزمرة الأساسة ١‏ 


al Id): Ola Jt‏ 1 ر [»“اآءو 6 » GF‏ برهان النظرية السابقة » فإنه يتسنى لنا إنشاء F‏ بنفس 
طريقة إنشاء ٠ ٠‏ وإثبات أنه راسم فريد. 

يبقى علينا أن نبين أن مقصور ۴ على كل من 1× 0 و 1×1 راسم ثابت. OV‏ ((, 0) ۶)م = 
(غ,5)0 1 ومن ثم ء F(OxI) Ob‏ محتواة في 2. نظرا لاتصال 0×1 ء فإن مقصور :۶ عل 0×1 راسم 


ثابت . بطريقة dyn Le‏ فإن مقصور 7 على 1×1 راسم ثابت . . ادن ٢‏ هموتوبيا نسبية من “0 إلى ب5 | 
low pal 131‏ أن 7 عروة عند 1ء حینئذ فإن(1< ۴)1 محتواة في 2ء ومن ثم فإن )1( Z30‏ لأا 


باستخدام هاتين النظر يتن : یشبح بمقدورنا دعر یف oe JSS‏ الزمرة ile SI‏ 5 وزهمرة الأعداد 
الصححة. 

تعريفا: يعرف الراسم 

deg: tT 7)5',1( جه‎ 7 

على النحو التالي: ادا کان [ [o‏ 3 (1, '8) , ۹۷ « حینئذ فإن: ([ ۶1 ]) deg‏ = درجه 7 . 

pie JSS deg : TT, (S' ,1( نظريه: الراسم 2ع‎ ۹,۰۳۲ 

الرھان 

deg 0‏ تشاكل: لنفرض أن [ LH 140 ٠‏ 3 1, '8) , ٭ لیکن ےہا “ير ,”0 المسارين الفریدین 
اللذين Olay‏ فی ۰0 ويغطيان Moa‏ . لیکن ص = (1) 0 gc‏ ”= (() “سی , نعرف 8ه] :یم على 
ص + 9) ۸ = ( ,۷ا 5 13. حينئذ wy 6“. HO) = 0 Ob‏ ۲ =( .م )٥ع)‏ ما يترتب عليه أن 
oH”‏ المسار الفريد الذي يبدأ عند 0 في ۸ ويغطي بر . » Od).‏ درجة ٩٠۸‏ = (])"لر -م + م 
أي أن: 

deg )] o [( + deg ([ “ |)‏ = )| بسر [.] o‏ ])ععق 

deg (ii)‏ راسم م احادی: لنفرض wr CS! Datelol‏ و0 = ([» ]) .deg‏ إذن المسار الغطائی 
الفريد '6 عروة عند 0 3 ۸. با Rol‏ فضاء قابل للانكاش» فإن ٴ٣‏ مكافئة للعروة الثابتة 0. يترتب 
على ذلك أن 0 a’=‏ مم مكافئة للعروة الثابتة ١‏ = (0) ٥ء‏ في '8. إذن همك راسم آحادي . 


6 يكون م‎ steer ll ہاچ‎ 7 (oe العروة‎ Ty .[—e §! اد كانت‎ : ple راسم م‎ deg (iii) 


راسم التضمين سر Rd‏ دن | = deg ([ ‘a‏ 
استنادا على (i)‏ > فان ص = ( ٥,۱۳‏ ]) 8٭۵, 3m V‏ 2. من ثم deg OF‏ راسم غامر. 


5 غ مقدمة فی التبولوجيا 


يترتب على () و Gi)‏ و (iii)‏ أن deg‏ تشاکل تقابلى. O‏ 

كنا قد ألحنا فى الجزء الثاني من هذا GUI‏ لزمر اظموتوبیا (ڕ×,×) , چ . ما يجدر co Sd‏ أنه 

deg: TT )5",1( 7ح‎ 

(أنظر [17, [18, [15].) 

من جهة أخرى» فإن نظريتي السار الغطائي الف ید واطوموتوبيا الفطائية صحيختان GY‏ فضاء 
Bx “Slee‏ م (أنظر [6] ). 

(ب) حساب 1, 9), ٭ 2én,‏ 

سوف نبينء فیا de‏ أن الزمرة الأساسية ١‏ *8ء م > 2ء هي الزمرة التافهة. 

تعريف: يقال إن الفضاء التبولوجی × متصل بساطة''' إذا کان × متصلا بالمسارات » وكانت 
wx Xx)‏ الزهرة التافهة › ب X93 X,‏ 


۷ تولوحيا ء و کات له غطاء مفتوح 0,۷۱ إ بحیث أن كلا من ناو‎ shai x olf نظريه: إذا‎ ٩,۳ 
متصل بساطة» و 1۷نا متصل بالمسارات » حينئذ يكون × متصلا ببساطة.‎ 


البرهان : رقب عل تظريةا ۱۴ء أن #امتسل پالمارات : ولذا فیکنی آن تبت أن T (Xx)‏ 
هى الزمرة التافهة › لنقطة ما ,× 3 . نختار UAV 3 x,‏ لنفرض أن W(X 4x) 9 fo}‏ . استنادا 
على aye‏ الغطاء للبيق» فإنه يوجد تجزيء للفترة 1: 
1= عبت ع ا >= O‏ 
حبك أن: 
pees a([t _ ,1[( @‏ فى نا أو ۷, دک 1 > 1. 


ALi 45-1 ذ بحیث أن‎ GYV غير محتواة في ]أو‎ ء٤‎ 1) (ii) 


t 
-1 "| +1 


nS sul als 5 J î نعرف الان المسار‎ 


k 
[—[t, | اء‎ × 





Covering space ( \) 


Simply connected ل‎ 


الآسرة: الاباسة بان ١‏ 


حيث ا التكافوٌ الطبيعي . باتباع طريقة برهان نظرية ۹۱۰۱۲ ء فبالامکان Gs‏ كسد Ol‏ 


o "۷‏ د كا a):‏ ید ل 


فضي الآن لاختیار مسار ۷ ۸ تام م بحيث يبدأ في ()) ٥‏ وينتهي في تس 1 - > 1 >1. نعرف: 
بعدئذ ؛ العرى التالية : 


n ]ع مق‎ * n 
cle » ۹:۱۴ استناذاٴ غك تظرية‎ 
Lo |۶ l1 ١اكرا لكل‎ 

3 ضوء OW «(i)‏ ,67 359 فضاء متصل بساطة ؛ م > ا١ء‏ ومن 66 فإن sl «Lo | =[x,]‏ أن 
,x,)‏ ×) ,۳ ھی الزمرة التافہة . لا 

٤‏ استنتاج: *8, rare clas »2 <n‏ ببساطة. 

البرهان: لتكن (1, 0,...,0) = ه 3 "8, هم > 2. لتكن ل =إو|- .s2-f{-al=vys"‏ حیدئذ Ob‏ 
ا و ۷ يشكلان غطاء st J‏ يحقق فرضية نظرية ۲۳ ce‏ وإذن *5, م > 2, فضاء متصل ببساطة. O‏ 

ملاحظات: 

(i)‏ جدیر بنا الاإشارة إلى أن نظرية ٣‏ حالة خاصة دا من نظرية سایفرت - فان كامين!") 
الشهيرة ۳٣(‏ - ۱۹۳۳م) والتي تعد من الأدوات الهامة في حساب الزمرة الاساسة (أنظر .)]١۹[‏ 

(ii‏ لقد ثبت أن كل سطح متراص ومتصل ببساطة مكافىء تبولوجيا للكرة )]۱١[(82‏ والسطح 
هو الفضاء الهاوسدورف الذي يتمتع We‏ بنفس خواص الفضاء الاقليدي ۸. وانطلاقاً من هذه النقطة؛ 
وضع بوانكاريه عام ۱۹۰ التخمين() الشهير التالي » والذي ما يزال مستعصياً على الحل : 


Seifert-Van-Kampen )١( 


Conjecture ( ٢) 


۸ مقدمة فى التسولو جا 


إذا کان clad M‏ هاوسدورف بحيث أن لكل نقطة فی ۸ جوارا مفتوحاً مكافئًاً تبولوجيا ا 83؛ وإذا 
كان M‏ متراصاً ومتصلا tbl,‏ حينئذ M Ob‏ فكافىء تبولوجيا للكرة 8. 

من الواضح أن هذا التخمين مرتط بسألة تصنيف الفضاءات التي تتمتم Le‏ بنفس خواص الفضاء 
الاقليدي 83» والتي هي الأخرف مسال مننتوسة. 
۵. تطبيقات: 

أولا: نبرهن نظرية النقطة الثابتة لبراور فى البعد 2 عبر النظرية التالية: 

.12 نظريه: ليس بالارمكان تمديد راسم المتطابقة: !8 ه!5: 14 لراسم مستمر على‎ ٥ 

البرهان: لنفرض Vor‏ وجود راسم ستمر: 

ا ہہ(ا: ‏ 


يكون مددا لرامم المتطابقة ي٤:.‏ ليكن: 
j : S'+D?‏ 


راسم التضمين. حینئذ فإن يها = زه . استناداً على نظرية ۹۱۱۰ء فإن التركيب: 
5 9 
F, (S1 ,1)‏ ا (1, #F (D2‏ ا (1, '5) 7 


يساوي راسم المتطابقة J‏ (8!,1) ,# ء ما يترتب عليه أن ,[راسم آحادي. لکن 2 = (8',1) ,# ٣ف‏ 
حين أن (D?,1)= {if‏ #. حيال هذا التناقض؛ ستنتج id, ol‏ غير قابل للتمديد على 02]. () 


(2 نظریة. ( نظرية النقطة الثابتة لبراور في البعد‎ ٦ 


إذا کان “قات او : #ازاسيا شر ob‏ له نقطة ثابتة. 


r (x) 





الشكل ۹۰۱۲ : OWL‏ نظرية براور 


الزمرة الأساسية ١0‏ 


البرهان: نفترض جدلا أنه لا توجد نقطة ثابتة ل 6. حينئذ يمكننا إنشاء راسم مستمر: 
r :D?-+§'‏ 

على النحو التالي: ]13 كانت x‏ 029 فنعرف 100 3 88 بأنها تقاطع aos!‏ امتداد جزء المستقم الذي يمر 
بالنقطتين 00؟ و ×» في الاتجاه 100+ (أنظر الشكل ۹۰۱۲). من ثم : يكون لدينا مدد مستمر لراسم 
المتطابقة cid: s'—S'!‏ ما يتناقض مع النظرية السابقة. إذن ثمة نقطة ثابتة ل ۴. © 

ثانيا: نہدف لبرهان نظرية بورسك - الم في البعد 2. 

لنلاحظ في البداية ‏ أنه نظرا إلى أن الزمرة الأساسية ! '5 زمرة دورية لا نهائية » فكل تشاكل 
نہد ا )8‏ # ع (S11)‏ ٭ :× إما أن یکون: 

(i)‏ التشا كل التافه : وق هذه JIL)‏ تکون لم:] =( i> 1 u‏ [ى 0 ] هو العنصر المولد 
Tw (S1,1) J‏ 
(ii) 58‏ يكون أحاديا : وق هذه LL‏ » تكون |ہ×] ۴ (])× 

فما يلي » ليكن'5 م '5:نا الراسم 2ء = (2) نر وا 2 3 ا5. 

ugk ۷ 

. أحادي‎ 1 u. : 7 (S',1) a اتا‎ 1) (1) 

(YL)‏ إذا OW‏ !7-8 ہار نيت أن )1( 7 ہے )0( 7 Steed‏ تكون السروة + هن غير 
مكافئة للعروة الثابتة. 

البرهان: 

a1 s! “Xs 08‏ العروة als) = e27‏ .¥ 5 13.من م فإن ([ىمجى]).ن هو فصل 
BIC‏ الذي LE‏ العروة *”“ = (ء) » ٠ wo‏ 5 13. يتضح من ذلك » أن درجة (1, » ]) .ه تساوي 
2ء ly‏ فان [1] + )]١,۱(‏ . ادن .نا تشاکل احادي . 


(ب) يمكنناء بالتناظر » أن نفترض أن (0)+ = 1 813و (1)+ = 1 - و8۵ لیکن ۶:1۸8 السار 


الوحيد الذي يبدأ عند 0 ويغطي + . با أن 1 - -(1) 7 » إذن (1) + 0. الآنء 9 و 13ء فان: 
uor(s)=( 7 )5((“‏ 
p(2. 7)5((‏ = 


حصثا85ع#: م الراسم Glad‏ . من ثم » فإن JFT‏ هو المسار الوحيد الدی يبدأ عند 0 ويغطي * 0 ذا . 
إذن درجة + ه الا تساوى 0» ما يترتب عليه أن هن غير مكافئة للعروة الثابتة. 


E‏ مقدمة فى glad)‏ جا 


تعريف . [ذ] كان لدينا poly‏ هو م 98:ص ص «NI‏ فيقال إن ۲ راسم قطري ) شريطة أن 
تكون (م) + - = x Vf (-x)‏ 5"3. 

الراسم القطري إذن هو الذي يرسل كل نہايتي قطر في 5 إلى نهايتي قطر في "5. 

4,9 تظرية: لي !8 بي :855 :م 2 و خا ف یکن 
OS! ,۶ )((‏ © ج (,'8) # : ے٤‏ تشاكلا أحاديا. 

البرهان. نعرف ا8 ي S'‏ کا ole‏ الراسم الدي يرسل 2 3 8۱ إلى 737 حيث # العدد الوحيد 
الذي يستوفي الشرط: ام = cz‏ و275 > >0. من CF‏ تغرف !8 م '8 :۴ على النحو التالي: 
((2) ۹) ۴) = (2) 2 513. من dtl‏ أن يةء ومن ثم oF‏ مستمر على 111 - os!‏ با آن ۶ poly‏ 
قطرى › فيترتب على ذلك؛ وعلى تعريف al ak‏ 1 ساس Last‏ عند 1. إذا اعتبرنا الان 
(SLT AD‏ ,٭ is, SD,‏ فنجد أنه يرسل clo]‏ العنصر الولّد ل (9!,1) mr,‏ إلى فصل 
التكافوٌ الذي تثله العروة S!‏ جه 8:1 حيث: 

.13 ق ,او‎ )s( = 4 حعترر؟؟أم)‎ uf e'*) 

ف ضوء الشکل الاإبدالى: 


S's 


آائے 4اچ 


وتهيد ٩,۲۷‏ (أ)ء ob‏ ((1) 81.6 ,7 ج (SI)‏ ,7 : ے٤‏ تشاكل أحادي. تا 


البرهان. لنفرض جدلا ان هنالك راسم قطرى ستمرا؟ ه ۴:5 لیکن 82 م S$!‏ ز راسم التضمين 
ادن ا$ — foj :S'‏ راسم فطری ستمر؛ نما نتر تب ale‏ أن العر گیب': 


7,1, e (3,9. 7, (ste) 
غير تافھة: و(52,1) ,7 هى الزمرة التافهة.‎ 77 (SI) تشاكل آحادی (نظریة ۹۰۲۸). بيد أن الزمرة‎ 
ظ - = وہ کو 8خ‎ 


Oo)‏ افتراضنا و حود راسم قطری مر من 5 إلى ا8 يودى الى yasls‏ › ولذا فإنه لا يو جد . ل] 





Antipodal mapping (4) 


۱۹ hale YI ال مر‎ 


.۲)0( = ورے) م‎ ol غیت‎ 8:3 x 
: من مم فإن‎ .1 (x) = f )-«( البرهان. لنفرض جدلا أنه لا بو جد × 3 بحيث أن‎ 
اق جه تپ کے : چ‎ 


523 x Y,g (x) = ee (f (x) - f (-x)) 


If (x)-f (-x) |‏ 
راسم قطري مستمرء ما يتناقض مع الاستنتاج السابق. إذن ئمة »× 823 بحيث أن «-) ۴ = ) 5.۶ 
من التتطبيقآت Lay) LUI‏ لمفهوم cde all‏ برهان النظرية الأساسية فى الجبر: إذا كانت pla)‏ كثيرة 
حل و 5 غير ثابتة فى حقل الأعداد المركبة ۲ء حنئذ يكون ل plz)‏ جذر واحد على الأقل (انظر [16] 
ص 70( 


وجدير SUL‏ أنه تتوفر هذه النظرية براهين جبرية» وتستنتج أيضاً من نظرية ليوفيل!'! في التحليل 
نکی 


Liouville ( 1) 


Lm مقدمة في التبولو‎ ١1 


تمارين )4( 


الجزء الأول 

1— بی أن الفضاءین Vy X‏ متكافتان عسوتوبيا فى كل TL le‏ 
x (1)‏ = الأيطواتة الداكرية؛ ,اه آ8 
)ب( y ,R" - |0! =x‏ = انمو 
«by #1 = x (+)‏ ولا =إ0] 


5 لیکن Lge clad x‏ وعاوسدورئہ, بين أن × قابل للاتکاش )13 وإٰذا فقط گان liad x‏ البقطة 
الواحدة . 


-٣‏ لیکن clad x‏ تبولوجیاء ولا فضاء تبولوجيا SUG‏ للانكاش . بين أنه إذا كان: 
f f,:X— ¥‏ 
راسمين مستمرین ؛ فحینئذ يكون CAS f‏ هموتوبيا ل f‏ 
-٤‏ بين أن كل فضاء جزئی محدّب من LU R?‏ للانکماش (يقال إن ۸ فضاء جزئی محدب من 83 إذا 
حقق الشرط: 30,0 هع ptt‏ 1-0) 3 ھ, 1< (o<t‏ 
الجزء الثافى. 
م لیکن × فضاء تبولوجيا › ولا ج 1 :یه مسارین بحيث أن )0( a,‏ = )0( وى. بين أن |6 ‘Og‏ 
5- لیکن × فضاء تبولوجيا و,ى 0,9 سارین في <اء واج 1×1 : ۶ راسا ستمراً بحیٹ أن 
(5) ,» = (5,0) ۶ء (Sy‏ ,0 = (5,1) ,۷ء 3 1. لیکن By a‏ ا مسارین فی ×: 
=F )1,0 ,al) = F (0,0‏ () فرك ) 13. 
OW‏ أن .وى "س ہی . 
۷-- لیکن × clas‏ تولوجياء 5 x‏ نقطة في ×. إذا كان (Xx)‏ ج (1,01) : fof‏ راسمين ستمرین › 
فیقال أن 6 مكافىء هموتوبيا ل 6 بالنسبة ل aI"‏ إذا كانت هنالك هموتوبيا ۴ من ,؟ إلى ؟ بحيث 
ان : 
F(gI"x I) = | x, |‏ 
بين أن علاقة الهموتوبيا بالنسبة ل car”‏ علاقة تکافؤ على مجموعة الرواسم المستمرة: 
Ka)‏ ع 35,33 . 


الزمرة الأساسية 1۳ 


الجزء الثالث 

٣۷ ۸‏ فضاء تبولوجيا. ۷ clad‏ تبولوجي ×» لتكن [,/18] مجموعة فصول اهموتوبيا للرواسم 
المستمرة من ۷إ ی . بين أنه إذا كان لا ج × : ؟ راسم مستمرا : فحينئذ يؤدي ۴ إلى راسم: 

f. : [W,x] > ]۷۰۷[‏ 
بحيث )13 كان ؟ تكافوًا هموتوبياء حينئذ یکون .8 تقابلا. 

۹- ليكن x‏ فضاء تبولوجيا. لتكن H! (X)‏ مجموعة فصول الطموتوبيا للرواسم المستمرة من × إلى 'ي. بين 
أن ) !1 زمرة بالنسبة للعملية الثنائية التالية: 1۷7] و[ه] 3 (۶) cH!‏ فإن [ه] - 0] هو فصل 
اهموتوبيا الذي alts‏ الراسم: 

اق احج h:X‏ 
(x) = f (x) g (<x)‏ ط, ع« 3 2. 
(تحقق أولاً من أن العملية الثنائية معرفة تعريفاً (Qe‏ 

و ے syle WL‏ إلى السرن السايق : سی Vy X OW 13) Gl‏ فضادين منکائشن غسرٹرساء ميكل تون 
H! )%(‏ و() H!‏ متشاكلتين تقابلا . 

أ اوعد الزمرة LLY!‏ ل () الخروط (ii)‏ مكعب هلبرت . 

الجزء الرابع. 

a‏ او الزمرة الأساسة لكل من الفضاءات التالية: 

jo! (i)‏ - نع 
x...x S! (ii)‏ ا8 n)‏ مرة). 
(iii)‏ الفضاء الاسقاطي ۶۱. 

-٣۳‏ صنف الفضاءات التي تمثلها الأشكال التالية حسب النوع اھموتونی: 
A 3B 3D 5E 5F‏ 

plan -4‏ المسالة اء برهن ol‏ ۶ھ غير مکاقے ولوچا ل تق و لے 2 

apt ol 

6 لیکن 82 م 82 ناس pad‏ . بين أن ۴ یوین حینئذ غامرا أو توجذ × 3 87 Gut‏ أن 
.f (-x) = f (x)‏ 

.82 GS? برهن أنه ليس بالامكان طمر‎ -٦ 


تمارين محلولة 


تمارين (١)‏ 
حل تمرين ٣‏ 


نعتبر الدالة: =f)‏ 0 إذا كانت 0< × < 1 و (1-50 5 دالة ALG‏ للمكاملة على 1 وإذا كانت 6 
هي الدالة: («) 6 =0 ٠,‏ ×3 1ء Ob‏ 


۵ص -١اپپیع(ف.ع‏ 
مع أن ٤ Ff‏ . إذن 4 لیس متركا على X‏ 
حل تمرين ٤‏ 
(i)‏ لتكن ه و × نقطتين في ۸. عندئذ 
اليه + +x, = (a,‏ ا دا (ھ)] - )| 
ايه = =a, 1+Ix,‏ |= 
d (x, a) + d (x , a)‏ ے 
حيث 4 المترك المعتاد على ۸. من of‏ إذا أعطينا ‏ > 0 فبإمكاننا أن نختار =١‏ ليتحقق شرط 
الاستمرار عند 8. 
(ii)‏ | دا كانت 39x ga‏ 2“ سآ ols‏ 


If(x)-f@l=lx,.x,-a,.a,! 


=Ix,.(x,-a)+a,.&, اعسات‎ 
= (Ix, l.x, a,ا+ .اروا‎ |x, a | 


S (lx l+la,|) . d (x, a) 


الان | دا كانت Ws pat ۱< d (x, a)‏ على ذلك 5 >Ix,-a,|‏ 1 ومن rs‏ فان ا ,× ا < اھ ا+1ء و 
If )2( -f@! > (1 + lal + a). d (x, a)‏ 


١ 0 


Le مقد مة فى الولو‎ ١75 


; 3 
اذن إذا كانت لدينا ‏ > 0ء فباختيار 8 = pol‏ العددين | د tla!‏ ی+]؛ يتحقق شرط الاستمرار 


عند 83. 
id‏ نأخذ ۸ و 314 MIR)‏ نثبت بالاستقراء الرياضي على « أن Whe‏ ×> 0 بحيث كلما كان 
=IHI‏ ۷۸ <1 فان 
Idet(A + H)-det A) > K.IHI‏ . )*( 
إذا كانت 1۸ تتحقق (*) بأخذ 1۸. لنفرض أن <n‏ 1 وأن )*( صحيحة في |3).M__(R)‏ كان A‏ 
و 31 «M(R)‏ فإن 
,© لوبط + det (A + H) = (a +h J.C, - (a,‏ 
6 (ظ+ te‏ ۶۶ھ( = )+ ...+ 
Co‏ (كالمعتاد) هو محدد المصفوفة الناتحجة عن حذف الصف dat‏ والعمود Gi‏ ۸+11. ما افترضنا 
صحة J(*)‏ 1 - تد فان هنالك 1 > 0 بحیث ‏ 7+ - .© و11]اا. SK‏ 171( يساوي SC,‏ حالة (H=0‏ 
دن 
زبهق. .ه!*"(-) + ...+ a, A,‏ ¬ رھ det (A + H) = (a‏ 
وہ و Oy I, DTI‏ 39 د ,ينا + 
اليد أ را a FFP‏ سے 1 ظا +h A,‏ 
نلاحظ أن ا حد الأول في الجانب الأيمن من هذه المطابقة هو ۰٤ A‏ لما كان اہطاد 81 < 1» فيتضح 
من المطابقة أعلاه أن هنالك 0< × بحيث ٤.1111‏ ے de Al‏ - (۸+71) ١٥۵ا.‏ من ثم إذا کانت E‏ > 0 فنختار 
۵ أصغر العددين ١و‏ لتحقيق شرط الاستمرار عند ۸. 
حل رین ۹ 
(أ) لنفرض Yor‏ أن 8 ج ER"‏ تكافوٌ متري. إذن كلما كانت 85-١ 3 x‏ كانت المسافة بین 100 و 
)£0 تساوي ١‏ أي أن: 
٤٥(‏ و 11 +(۲)0, ۱ - (۵)] إ .لا كانت 85-1 مجموعة لا ہائیة: ه > أ lig‏ يتناقض مع fol Lual‏ 
Ge BIS‏ إذ هو راسم احادي. إذن لا يوجد BIG‏ متری من ٭ھ RO)‏ 
(ب) نثبت x)‏ و 85-1. إذا كان هنالك تكافؤٌ مترى 82 eR.‏ فإنه يأخذ مجموعة النقاط فى 
se!‏ التي تعد مسافة + من ں× إلى مجموعة النقاط في الدائرة 0(=1) ۴ - 2 ابحیث تكون ‏ على مسافة 
: من (,») ۴. لما كانت ال جموعة الأولى لا نهائية » والثانية منتھیةء فهذا يتناقض مع افتراضنا أن ؟ 
احادي . 


غارین محلولہ ۲۷ 


(y) قارن‎ 


حل رین ۳ 
ت۱ . استنادا إلى الفرضية » فإن © 3 /اء ولا كانت Ac got © = ir‏ قابلة للعد » فان 31 /]. 
ت۲ . ل مغلقة بالنسبة للاتحاد الكيفى : لأنه إذا كانت K‏ مجموعة ما بحيث IU,‏ /]ء لكل عا 3ء 
وإذا كان ,ا لا كو ف فثمة ,ا 3 × بحيث أن .نا ج بو “تا LG‏ للعد . 
| 0 0 
الان UL):‏ لا ) محتواة في UL‏ ولذا فإنها مجموعة قابلة للعد. إذن UP UU,‏ 
ت۰۳ لا مغلقة بالنسبة للتقاطع المنتهي : لأنه إذا كانت FU,‏ لا ,هك ١‏ >1 و dA NU,‏ فإن: 
(AU #-1- fA U‏ 
1 ‘ 1 
U (1 - U)‏ = 
i‏ 
نظراً إلى أن ا + <n,‏ 1 > 1ء فإن Us‏ مجموعة ALU‏ للعد ء ما يترتب عليه أن ۴ (AU,‏ مجموعة 
قابلة للعد . إذن ,ا )١‏ 3 /]. 


في ضوء ت۱ › ت٢‏ وت٣۳‏ ء فإن U‏ تبولوجيا على 1. 
حل تمرين ۸ 


لا كان م أحاديا + فإذا افترضنا جدلا أنه ليس تزايديا LE‏ أو تناقصیا تماماء كانت هنالك واحدة على 


)١(‏ توجد ٭< 6< e‏ في نطاق ؟ بحيث (() ۶ < (ط) ۴ > (ھ) ؟. في هذه MUI‏ () ۴ ا (ه) ۴. إذا 
كانت ) ۶ > (ه) ٤ء‏ فيترتب على نظرية القيئة الوسطى (على الفترة [ا,ہ]) أن uF (a,b) 9x Uke‏ 
.٢ (c)=f (x)‏ اذ أن x‏ عد .٥‏ نكون قد وصلنا إلى تناقض لان ۶ راسم أحادي . إذا كانت f (c)‏ < (ھ) f‏ 
فبنفس الطریقة: نحصل على × 9 )6,0( بحيث (x)‏ ؟ = f(a)‏ 


(؟) توجد ه , ٠‏ و bc‏ نطاق f‏ بحيث (co)‏ ۴ > (ط) ۴ < (8) ۴. و » > ط > ه. بأسلوب مشابه لما تقدم : 


عسل على yal‏ 
| 


إذن ۴ تزايدية LE‏ أو تناقصية تاما. 
من ثم » إذا كانت 1 فترة من و J‏ ج [5]0,1 ستمرا واحادياء كانت صورته فترة مغلقة . إذن لا 


يوجد تكافوٌ تبولوجی من [0,1] إلى (0,1) أو (0,1]. 


dead ۱۹۸‏ ق القولو سنا 


Was‏ إذا كان (0,1) ج )0,1(:£ ستمرا واحادیاء كانت صورته فترة نصف مغلقة - مفتوحة› 


حل تمرين ١4‏ 
(I)‏ إذا كانت تا مفتوحة في "8ء و ۾ Ud‏ فهنالك ‏ > 0 بحيث (a;  (‏ 8 محتوى في تا. من ثم » Ob‏ 
المستطيل 
)= + هدبك ا ide‏ نے + Ge ,a,‏ - ,م 
Vay Vn a‏ ولا © 


محتوی في نا ويحوي ه. من الجلى أن (UA =U‏ 
(ب) لتكن ناو و غ کا فی البند (أ). با أن © یناج سمل اهار وا ۹ری 
im‏ >> شاد ۶٠ھ121‏ إذن )4 .....,9)تنتمي UNG]‏ 


1 
تمارين (۳) 

حل ٹمرین ٥‏ 

لنفترض أن ×3 ۶۴ #). دن توجد و[ 3 ل جحيث ليلا × 3 ۴ . الآن إذا وضعنا کے ae‏ 
كانت رلا جموعة مفتوحة في eX,‏ ما يترتب عليه أن , U,‏ ا جوار مفتوح 2 × محتوی في TBE‏ 
e‏ فإن ۴ ۹) مجموعة مفتوحة في ,¥ T‏ . من ثم فان TH‏ مغلقة في TX,‏ 
حل ترین ۱۳ 

لتكن a‏ النقطة (0,0,1) في 52. لیکن 52 :1:02 معرفا على النحو التالي: ۴ يرسل 0 إلى ه و ا8 إلى 
٠-8‏ ویر سل الدائرة ٣۴‏ = "ر + × إلى الدائرة في 52 العمودية على حور 2 والتی تبعد مسافة +2 من 


النقطة a‏ )70 > بواسطة PII‏ التبولوجي الطبيعي بين الدائرتين (انظر الشكل أدناه). من 
الواضح آن ۲ راسم مستمر وغامر و ویٹتا عنه BIG‏ تبولوجي ٤.‏ مر من DUS!‏ إلى تو 





ز) الان نلاحظ أن 12/312 22/81. ما كان 12 صورة مستمرة ( 1 فإن 52 صورة مستمرة [ 1. 
(ii)‏ 12 صورة مستمرة [ ٢٤ء‏ ومن OW ce‏ 82 صورة ستمرة CS‏ 


ارين محلولة ۸۹ 


تمارين )٤(‏ 
حل تمرين ٤‏ 
لیکن x‏ الفضاء المعتاد |10[ - ۸. ليكن : 
و = | :X 3 (x,y)‏ و > 0 ! 
X,‏ = | ىن 3 : و < 0 ! 
نستطيع أن نبين أن × فضاء متصل كا Sib‏ ,۸ تقاطع xX,‏ مع الدائرة 2 = تير + 2م ( > 0)ء 
وليكن 8 اتحاد ,ه مع الجزء الموجب من حور ز. من الواضح أن ,8 فضاء جزئی متصل من ؛×؛ و 
A B,‏ و 2 دن B, X‏ 8 فضاء متصل . بطر يقة مشاءبة : فإن J> a X,‏ متصل . نظرا 
XxX NX, ol 21‏ مکاقء تو لو جما cR -{o} J‏ لهو عير متس : 
حل تمارين VE‏ 
() ما كان (8) WIM‏ تبولوجيا [ ۸ و 8*2 جداء فضاءات متصلة بالمسارات» فإن (8) ,386 
(ii)‏ إذا کان f‏ وھ 3 (4 و «(CM‏ فإن 
o () = (| — t0 f+ 8‏ 
cost SI‏ يعرف سارا ی (C Od)‏ من BAIT‏ 
دن (,1(,04) (C‏ فتضل باشارات. 

)© )0,94,( فإن‎ Gi) ستمراً وغامراء فاستناداً على البند‎ id (CD ,4 لما كان (,1(,4)©) ج(‎ Gi 
. صورة مستمرة لفضاء متصل بالمسارات : ومن ثم فإنه متصل بالمسارات‎ 

۸“ ( مكافيء تبولوجيا‎ 8 - Jat فان‎ a = )0,...,0,1( القطب الشمالى فى ئ أى أن‎ a إذا كان‎ (iv) 
اھ -1 - ك متصل‎ ob cde Al متصل بالمسارات . بنفس‎ St - fa} (عبر الاإسقاط الجسامی). إذن‎ 
. يعر ندب عليه أت اتحادھا وهو "5 منصل بالمسارات‎ le cl LIL 

تمارن )0( 
حل تمرين ٤‏ 

إذا اعتبرنا ۸ = متممة | (1,0) و (1)0.0 فى الفضاء ./< لوجدنا أنه مكافيء تبولوجيا للفترة المغلقة 
]0,1[ ومن ثم فهو فضاء متراص . بنفس الطريقة فإن 8 = De‏ (0,1)] في .ہ/× فضاء Sor‏ 
طراس.. گا كان Leggs WI ANB‏ للقترة اود )0,1( Gb‏ غير pole‏ 


de sie ۷۰‏ ق أت چا 


تمارين )٦(‏ 
حل تمرین ۸ 
إذا كانت a‏ نقطة قياسية في Why ٠۸‏ متوالية (») من الأعداد اللاقياسية تؤول إلى ۾. لما كان 
٥ = f(x)‏ لكل م 3 × (FA) OF‏ تؤول إلى © ومن ثم فهي لا تؤول إلى (5)8. إذن غير ستمر عند 8. 
الان نفرض ان louse a‏ لا a <0 wut LOLS‏ <1. إذا أعطينا غ > 0> نختار م 3 CuK N‏ 
عل د عء تلاحظ الآن Ol‏ عتبورعة الأعداد القاسة: P/Y‏ ست وھ 600,19 و 


11 


۹< 5 هي الجموعة ۸ المشكلة من : 


n-2/ ,3/4ر.+1م/2/1,1ی.رنام‎ 2/4, 1/4,2/3, 1/3, 1/2 


لا كانت A‏ مجموعة منتهية › فإن متممتها 8 فی )0,1 مجموعة مفتوحة فی ۸ وتحوي 2. COV‏ كلما كانت 
x‏ 3 8 ءفإما أن 60ہ = 0 وإما أن Me)‏ = لے حيث .ه > « .إذن40 - ۴٥0‏ < ‡ كلما كانت 
× 3 8. من ثمء فإن ؟ سٹمر عند ca‏ 

بطريقة مشابہةء نستطيع أن نبين أن ۴ مستمرة عند كل نقطة لا قياسية في 8. 
حل تمرين ٠١‏ 

لنفرض أن A‏ مجموعة لا نہائیة فی ١N‏ × | مره ! . إذن هنالك م 3 N‏ بحيث (an)‏ أو (درم) نقطة فى ۸ . 
yea‏ کاوین ساس بالسومية أن الاق كرتب de‏ تروف تولوسيا JS Ol sladl‏ سار [ on)‏ 
يحوي jad} × jn}‏ + ومن ثم فهو يقاطع A‏ في نقطة مغايرة ل (bn)‏ إذن (ھ,6) نقطة A J Ale‏ و 
x N‏ !طبه | يتمتع بخاصة ب - و. 

لاج الا أن احموعات: N 3n,fab!t x {n}‏ تشكل غطاء مفتوجاً out fab} x NJ‏ لا 
يحوي غطاء Wie‏ منتهياً. من ثم fad} × Nob‏ غير متراص . 


قارين (۷) 
حل تمرين ه 


إذا أخذنا أى مجموعة جزئية لا نہائیة قابلة للعد من OR‏ نجد أنها كثيفة فى فضاء المتممة الم 
لأا تقاطع كل مجموعة مفتوحة U‏ غير UG‏ (متممة تا مجموعة منتهية). إذن 8 قابل للفصل . 





ارين محلوله Yî‏ 


لنفرض أن ,8, ,8 :... تشكل قاعدة مفتوحة clad‏ المتممة المنتهية ۸. إذن "[×| مجموعة مفتوحة 
لكل 3 8؛ ومن ثم ob‏ ×| اتحاد لبعض الجموعات: 8. يترتب على ذلك أن هنالك " N3‏ بحيث 
×ظ ء ولذا فإن × 3 8 1 إذن © = N B,‏ > ما ينتج عنه ان: 


R=R- NB, 


= U®-B) 

مجموعة قابلة للعد OY‏ ,8 - 8 مجموعة منتهية لكل ہ. إزاء هذا التناقض؛ نستنتج أن 8 لیس فضاء Cy‏ 
حل تمرين ۸ 

tt‏ کی لن A‏ و 8 مغلقتان في (RU)‏ ولا تنقاطعان. لا كانت “8 مجموعة مفتوحة؛ فلكل ۾ ۸3ء 
نستطيع أن نختار Vier) Cr‏ يقاطع 8. بحجة ماثلةء فلكل b‏ 3 8 نستطيع أن نحتار ,۽ بحيث (۶,ە| لا 
يقاطع ۸. نعرف: تا = لبعالاو ۷ = Ibn)‏ لا , من الواضح Ol‏ تع Olle V‏ 1 ےو چ علد 
الترتيب ولا يتقاطعان . 

(A) تقارين‎ 

حل ترين " 

ارک Yur‏ أن عد sad‏ منتظم . لا كان ca WX‏ فهو clad‏ لیندلوف ء وإذن فإن × فضاء 


سوى . استنادا على مھید یوریسون ء Ob‏ × نطاق لدالة مستمرة غير ثابتة ما يتناقض مع استنتاج ٠-۰۸‏ . 
من ثم فإن × غير منتظم , 


حل تمرين 0 
یترتب على نظرية التمديد لٹیٹز والملاحظات الق أعقبتهاء أن RES‏ جح : ] مدد مستمر: 
.F :X—>R"™!‏ 
لیکن نا ا جوار المفتوح U = F(R! -0[(:4 J‏ 
8:U—+S* Gas‏ 9 : 
(x) = F (x)/IF ):((‏ 8 


.f :A—>S" بمدد‎ 8 ol من الواضح‎ 


۲ك مقدمة فى التبولوجيا 


حل رین ۷ 

إذا کان × متراصا و ر٦‏ فهو سوى. إذا کان فضلاً عن ذلك فضاء ىء فاستناداً إلى نظرية التعبير 
المتري ليوريسون OF‏ × قابل للتعبير المتري . 

لنفرض الآن أن × متراص و ,5 وقابل للتعبير المتري. من ثم فهو فضاء متري محدود كلياً. لكل 
« د ۱ء تار عددا منتهيا من الأقراص المفتوحة بحيث نصف قطر كل منها يساوي !ل وتغطي ×. 
لتکن A‏ مجموعة مراكزها . إذن ,4 لا مجموعة عه AL‏ للعد . الآن إذا كان (ur)‏ 8 قرصا مفتوحاً في : 
نالك م CN‏ < سكو A, 3 a.‏ وھ يقاطع لرا م (a‏ 8. !05 ھ 3 BOG‏ ومن 
تم فإن U A,‏ مجموعة كثيفة في × . وهكذا of‏ × فضاء متري قابل للفصل ولذا فهو فضاء ,0 


(4) Cyt 
١ حل تمرين‎ 


01 لتكن × الاسطوانة: | (x,y,z)‏ [ = تپ + تين S1‏ ج >0 ۱ ولتكن A‏ قاعدتما. الآن ےب63 
الذي یرسل (ھ,,۷,×) إلى (م,۷,×) PS‏ ھمودوی ؛ معكوسة ery‏ هو راسم التضمين ز من ۸ إلى OVX‏ 
× جه f:X‏ حت . 

OSt S1 , f (x,y,z) = (x,y,(1 - © .2( 
زه؟.‎ = id, و‎ <jof إلى‎ id, هموتوبيا من‎ 

(ب) "۴۸+8 حيث ۴)۸ X=‏ تكافوٌ هموتوبي معكوسة الهموتوبي هو راسم التضمين ز من 5*1 

إلى . نعرف هموتوبيا من ,لا jor‏ ب : 


F (x,t) = (1 = t) x +t. 





i x] 
ورف‎ Fix ى © - لاد‎ + Bue by Al scl من‎ by dl نقطة ى‎ ela (SI ( =) 
ca الراسم الثابت‎ 21 id. oY هموتوبيا‎ 


حل تمرين VE‏ 

إذا فرضنا Yor‏ أن 82 = *8 0 > 2) فيترتب على ذلك أن fol‏ - 82 = (10- 85. استناداً على 
قرین ١‏ (ب)ء Ob‏ 5*1 مکاؤء هموتوبيا ل (len) S!‏ بيد Smt ol‏ متصل بساطة و !8 غير ware‏ 
بساطة. إزاء هذا التناقض نستنتج أن 85 غير مكافيء تبولوجياً ل 82 (ھ > 2). 


الان | 10- ۸ غير متصل بیغا 0 - ۴2 متصل. من ثم فإن ۸ غير مكافيء ل 82. 
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